

Г,Е* ШИЛОВ 

ОСНОВЫ 

СОВРЕМЕННОГО АНАЛИЗ! 

( Методическое пособие ) 

Выпуск I* 

ПРОИЗВОДНАЯ 


МІУ ~ 1974 



» 



ВВЕДЕНИЕ 


Математическим анализом называют обычно большую область матема¬ 
тики , связанную с понятиями функции, производной, интеграла. В нее 
входит ряд меньших областей - диффереіщиальное и интегральное исчисле¬ 
ние, дифференциальные уравнения - обыкновенные и с частными производ¬ 
ными, дифференциальная геометрия, интегральные уравнения и другие. 
Существуют еще термины*класеічеекий математический анализ" и "совре¬ 
менный математический анализ". Было бы трудно дать этим названиям 
четкие определения. Йо приблизительный смысл этих слов следующий, 

В классическом анализе операции дифференцирования и интегрирования 
строятся применительно к функциям одного или нескольких вещественных 
переменных с числовыми значениями; в современном анализе эти операции 
устанавливаются для объектов значительно более общей природы - напри¬ 
мер, функций, аргументы и значения которых лежат в нормированных про¬ 
странствах. Такое обобщение появилось не случайно и не по прихоти ка¬ 
ких-то ученых. Оно дало возможность установить новые глубокие связи 
между различными областями анализа; классический анализ с точки зре¬ 
ния современного анализа приобретает значительно большую стройность 
и единство, чем ранее, и способность к новым широким применениям. С 
новым общим понятием производной тесно связан и новый объект анализа- 
гладкие многообразия, абстрактное определение которых на основе клас¬ 
сических работ Рамана, Пуанкаре, Леви-Іивита выкристаллизовалось в 
ЗО-х гг. нашего века (Уитни). Локальное устройство гладкого многообра¬ 
зия, с точки зрения дифференциальных операций, таково же, как у линей¬ 
ного п, -мерного или нормированного - пространства. Йо, обогащая 
гладкое многообразие дополнительными структурами - римановой метрикой, 
симплектической геометрией, связностью, групповой операцией и др. - 
даже в локальных вопросах мы чувствовали бы стеснение, оставаясь в 
рамках линейного пространства; а рассмотрение глобальных задач здесь 
открывает пути для новых глубоких и содержательных исследований, свя¬ 
занны х ракообразными нитями со многими математическим! и смежными дис¬ 
циплинам!. Так, понятия ■ методы современного анализа широко использу¬ 
ются в аналитической механике, теории вероятностей, математической эко- 
номике и др. 

Предлагаемое методическое: пособие выходит выпускам!, в каждом по од*- 
ной главе. Для удобства ссылок имеется единая рубрикация. Необходимые 
ѳочлки на элементарную теорию по большей части даются по книге автора 
"Математический анализ. Функции одного переменного" с первой цифрой 0; 
012.45а означает эту книгу, гл.І2, § 4, пункт й§а. В этих выпусках име¬ 
ются некоторые пересечения с книгой автора "Функции нескольких вещест¬ 
венных переменных, чч.І-2", но даже в таких местах здесь дается в зна¬ 
чительной мере новое освещение вороса и новые применения. 


Глава I 


ПРОИЗВОДНАЯ 


| 1*1. # у я к п і и. 

»^ а » Пусть дана функция и -г: ч-Сх) » определенная на неко- 
V о 1 * V 

торшг множестве _Д и принимающая свои значения в множестве У? 

В дальнейшем, в зависимости от целесообразности, будем употреблять 

следующие формы записи этого факта: 

^ Г X У у (| - ^Сх) : Х”~^ У ; ^ -|с*) (Х-> 1 \ / 

- х ^ ; =С -»!<*);, 

последние две - в случаях, когда множества и Уі известны аз 

контекста. Если необходимо указать, что функция О определена 
на подмножестве (р <і X и принимает значения в подмножестве Р ~С Ч 
будем также писать 

^ = | С'*) : (е X) —> (V сі У) ? 



или, опуская скобки, 


(р- Е^У 

$ 

Две функции у-^('х) : \ я д^(Ф) ' Х~^У 

считаются тоздеотвен по разними - в обозначении ^х)~$’(ж) $ 

- или ^ ~ тогда ж только тогда, когда для каждого 

осеХ элементы ш У совпадают* ® слз 

хотя бы для одного х=‘Х 0 <& X это равенство не имеет места, 
т.е. , функции 4(ы) и считаются рх::л : 


Всегда определена тодд ествега ая „функция 6^ : д~^ Л 
действующая по правилу в х ос=се для любого -хе X * ’ 

б. Функция 4Е^) называется числовой, если Ус 
(вещественная ось)* Такую функцию ' называют также 

вещественной (точнее, вещественно-значной)* Если УФ 


функция ?>а) назевается, как правило, ртображением* Если 
У есть линейное пространство , например, если 

У^=~ Еуѵ ( ^ -мерное вещественное пространство), то 
функция /№): Х^У называется ■ ве кторной » Если X 
множество в ^ , то называется функц ией одного 

вещ ественного п еременного. Если X есть область в Яи/ 
то называется функцией ц, веществен ных переме н- 

ных; этими переменными считаются обычно координаты “эс*,. . і-% 7 
точки "X в. каком-либо базисе пространства • 

в* Последнее определение можно следующим образом обобщить 
Пусть X 1 X а/ некоторые множества) тогда совокугь 
ноетъ X всех наборов 

называется прямым произведением множеств г Х^ 
и обозначается так: . ^ 

Х = Х/"’ х Хял Д X* (2) 

В выражении (I) элементы называются составляю- 

щиш (или координатами) элемента 'X * Пусть далееимеется 
функция * Поскольку каждый элемент -Х-е {г 



в 


определяется заданием Н> своих координат ? 

функция может быть рассматриваема, как функция от к- 

переменных 'ЗѴ,».,,»*, у пробегающих множество . Разу-» 

меетея, в общем случае эти пѳрѳюнные уже не являются веще¬ 
ственными* 


І»12* Графики, годографы, поверхности уровня, 
а* Чтобы наглядно представить, себе числовую функцию од- 
ясіпаптамііАКА п^ а ,« аі ,«п ЛГ)? иы рисовали ее графих, отклг. 

ды'зая в каждой точке аз ее 
области определения на вещест- 





по направлению оси 

Ь * 

В случае числовой функции 
двух вещественных переменных 
можно в каждой точке 
д на плоскости откладывать 

в направлений третьей оси ^ . В слу¬ 
чае числовой функции одного переменного ее графиком служит, 
вообще говоря, некоторая кривая? в случае двух перемерших 
график числовой функции будет представлять собою, по крайней 


значение 


множества 


мере для простых функций, некоторую поверхность, которую мож¬ 
но изобразить на чертеже, пользуясь правилами перспективы* 


Пример ы*. Линейной функции ^к л Х г і -ь/ 
в качестве графика отвечает некоторая плоскость. Числа 



*, и ^ называются угловыми коэффициентами этой плоско¬ 
сти, а их геометрический смысл очевиден из рис, 1,1-2. 

Графиком квадратичной функции » ъф+Ѵъ, являет 

ея параболоид вращения (при - 

эллиптический параболоид), показанный на рис, IД-3, 



Графиком квадратичной функции ^ ~ х/ - ос / является сед¬ 
лообразная поверхность,называемая гиперболическим параболоидом; 
если ось 1 направлена вверх,то вертикальные сечения поверхности 
параболы, а горизонтальные сечения-гиперболы. 

/рисунок 1 .1-4/ 

В'общем случае графиком фу нкции * 

щсх по определению, является множеств 

{ х ; &}0} 1Жмрм_щдизведении X и_ У . Так, в слу¬ 
чае числовой функции от Ц переменных /трех и более/ 

ее графиком является совокупность точек щ в 

'/1+1-мерном пространстве. 



Однако наглядное представление этого "графика" затруднитель¬ 
но; в таких случаях наглядность должна уступать место логике. 
Впрочем,графики не необходимы д в случае двух переменных или 
даже одного переменного,хотя никто не отрицает их полезности. 

йл. Более простой, чем график функции = ^-(\) 'Вех у, 
хотя и менее содержательной геометрической иллюстрацией явля¬ 
ется указание годографа , т.е. множества ^е) всех значений, 
принимаемых функцией ;^х) на ее области определения В . Для чис¬ 
ловой Функции ^^х/ЕфХ^множество {[Щ есть некоторое под- 
множество вещественной оси, и, вообще говоря, мало что может 


дать для изучения самой функции Щ . Более содержательная ш- 
формация о функции Щ по множеству Щ получается, когда раз¬ 
мерность пространства У больше , чем размерность простран¬ 
ства X .Рассмотрим, например, функцию одного вещественного пе- 
ременногш ’рД): Нс-(? 4 у ; здесь множество Де), вообще 
говоря, есть некоторая кривая в пространстве У , и ее вид уже 
содержит некоторую информацию. Так , для функции Ч = 


- ІСД'- заданной уравнениями 


V, ■ 

У 


| - ^ - Сеиі <р 

- >1' Уѵі 




5. 


ь 


множество ВІЬ) представляет собою окружность радиуса 
с уравнением у^+ у*;* ■ Параметр \р допускает 

истолкование, как полярный угол (рис, І.І-б). Для достаточно 

простой функции двух веществен¬ 
ных переменных У 

множество ^(Е) представляет 
собою двумерную поверхность в 
пространстве У * Так, для 
функции ^ Уъ &)** : 

В * * {° * Л} * {р * Р*2 І§ с Къ* К з > 

заданной уравнениями ^ ~ ч> Ыіь& ООЬр>, 
ч ■ Ы^ь-О' Ы#,<р 9 л С-Сод& ѣ 

множество Е) представляет собою сферу 

,2. . //Ж 




И здесь параметры & , р допускают геометрическое 
истолкование, как •'сферические 
углы” (рис, 1,1-6), В общем 
случае координаты оу в прост¬ 
ранстве X не имеют геометри¬ 
ческого истолкования в ^(В ), 

Тем не менее, следует иметь 
в виду, что годограф, как геомет> 

рическое место точек в У , Рис. 1.1-6 

не определяет однозначно саму функцию ф(х)\ $ могут быть 
различные функции 6~^> У с одним и тем же годографом. 

Чтобы по годографу можно было восстановить функцию, нужно для 
каждой его точки ^ указать, из какой точки (или 

из каких точек хеО- - для данной точки ^ таких •& 
может быть несколько) получается эта точка применением 
функции 

д^В некоторых случаях наглядное представление о функции 
можно получить из рассмотрения ее линий (или поверхностей) 
уровня. Линия (пов ерхность) уровня функции ^ = есть 

геометрическое место точек, где функция сохраняет какое-либо 
постоянное значение / = /ь . Так, для функции 






$ і) 

(рисе I Л-7) сушь окрушюста о* центров в .точке.- сЬ ( а ткт 
ж сама точка Ф , где функцій ^ принимает значеніе О 

Для функции ■уі'Х) 88 /' (<%&) 4-Л (ХЙ линий уровня 

представляю* собою (рисЛ.1-8) 
а % эллипсы с фокусами в точках ос/ 

и (я отрезок, соедшйіщнП 
/( ✓~0\\ тонет оо и )« для функции 

{ ( ) ) <#о&) =*,?('%&) -у> (ъ л 4) 

\ V / ' (рис* 1*1-9) - гипербола с фону 

ОІ^ЗТ^ сама в ОО ж ■$ (включая 

Рис*І.Іт7 прикую - ось симметрии и две 

полупрямых)! для. функции 

^_ іЫ =рСъ<$ ■#(Ъ, 4) (&-»&)- 

X семейство (рис Л Л-ІО) овалов 


ЦЗВДСШМ 



// уч 


Рис.1*1-9 


:о>г<9; 


Рис, I Л-10 


Ям 


і*і 

ЕЯ 


'■ ■: Я ШШ ' 


и ось симметрии точек со и 
і? (ркс* І.І-ІІ)* Поверхно¬ 
сти уровня тех же функций, рас 
смзтрйваешх в , возішка 


вых вокруг ОСИ 00-в • 

Естественно, что существу 
ют тесные связи между графиком 
функции ^ = 

(расположенным в пространстве 
Х*і/ ), ее годографом 
(в пространстве У ) ж повер: 
ностяш уровня (в пространстве 
X )• Заметим, кроме того, 
что график функции 
О' ~^(ъ) :/Г с Х~**У есть в то ж© 




7. 



шохэехво значений ф»ях* 

а также одна из поверквобгеЗ 
УРОВНЯ функции 

* У* ~У* В-* У 

(кмзино , ('^ь^ ) т 0 ) * 


IЛЗ» іэішсізііш функций* 

.іи Пусть яыввтел три множества- X , У , і? и 
дш’фгйжщш рМіХ^У а **///): 

Нзяио ібріідвіхь новую ф ушцию а- * /Сос)] ; Х~~*2. * 

«на называется сдогной #упкциеК (составленной из ^ к ^ ) 
иди ж е даоз шщ^й фувкі'3'"<^ і р $ иногда- ком 
функций ./и р обозначается отводом /»^ 
тим, что в ояясввяоЗ обстановке символ ро/ ее имеет 
емыела, так как виачсаия функция / лежат в ^ , а 

функцгя р с предел»!: а т. X ). Пусть- Х“2 * 

так что ре/ і </« р ' еяроделехн} природа их остается 

различной, так как /?* / действует из У в X , а 
Г 6 В - из X в У * Если при этом Х**У > то обе 

композиции />р и р*«/ действуют из X в X $ тем 
не менее, они могут быть различных! (см, задачу 32), 


ш 


Для отображения ^ = /(ос): Х~+У отметим, крс 
того, очевидные равенства 

/о , е у о/=/ у 

где Ф х и @у соответствующие тождественные отображения 

Оиш). 

і* шщтіищ. Пусть имеются четыре мно¬ 

жества^ X > У > І і Ѵѵ и три функции: /=» рЮ'•%+}/, 

и X »-2 і поэтому опре- 
, действующая из X в \Д/ * 
композиции / действует из X в \Ѵ , 



дедеиа 
О другей 





8. 


поэтому определена композиция (^°-/)ор і также дей¬ 

ствующая из к в V/ ' * Утверждается, что имеет место 
равенство 

В соответствии с определением равенства функций (І„ц а ) доста¬ 
точно проверить, что для любого хе X - 

[9° (#° $](*)=[(?'Дор](*) ' (і) 

Левая чаоть раскрывается, согласно определение композиции, 

Г 9‘№рХІЫ) = У Ш°р) = 'р№)] ( 2 ) 

правая часть, в силу того же определения, так: 

I ((9'°^) !р№~ 9[^((рЫ)\ (з) 

Правые части в (3) и (2) совпадают, что нам и требуется, 
--во выражает за ко ^ ^ с о Ди а т йвності р композ иции функ- 

в. Обратная функция. Пусть X и У два множества 
и имеются три функции X- У- <*- р(и) : У~* V 

'Х-~Ц>(Уі ■■ У-иХ • Пусть далее, как обычно, е ѵ есть 
тождественное отображение X - X и б „ - тождествен- 

ное отображение У У у 

Композиции $.* Ф действуют из У в у , кошози- 
Дйи рор и р*ф из X В X • 

Если выполняется равенство 

(ц) 

отображение р называется левым обратным для # , а 
^ - правым обратным для р I соответственно, если 

Ву ( 5 ) 

то у называется правыя обратным для # , а / - ле»- 

вым^обратшм для у . Для данного / яожет не сйвсмо- 

ватъ ни правого, ни левого обратных, может существовать много 
правых (ияи левых обратных) (зад,33) $ оказывается, однако* 
что ес^у^отобрш^ния ^ имеется_левое обратное Ф и 

иі^^^іравое^обра^ <// , то ^других 

левых или правых обратных нет, ~—- 


компози- 



Действительно, пусть выполнены равенства (4) и (5)* 
Произведем в равенстве (4) композицию справа с (р : мы 

получим 

0 другой сторѳш, в силу ассоциативности композиции и на осно¬ 
вании (4) . „ , , / Л . 

( ( ро$) ь{ р » ір) - =* ір 

так что рх? (р , Если р^ другое левое обратное к $ , 
то мы имеем р, « Ѵ' 53 р , так что р 5 аналогично 
любое правое обратное , ^ к ^ совпадает о Ф , что 
и утверждалось. 

Отображение , имеющее левое и правое обратное * 

называется обрдаш.а его левое - и правое ~ обратное, по 
доказанному» единственное, называется обратным к Л * 

* Х-* У 

- К0Г Д® оно я вляетс я взаимно-однозначным с. X на все 'У 

Действительно, если отображение и обратимся х-ж о>( у 

обратное отображение, я если ^ > то <р(ялі 

•рФ&Я, и в ю же врем рДО- Х А , так что 

дс^^д, * поэтому функция ^ отображает у взаимно 
однозначно (может быть, еще не на’все У ). С другой сторо¬ 
ну длн заданного О, е у положим р(р 0 )-ос в $ отсюда 

гч'ЭВв)» ф( р {/4)) ~~ Уь ,так что функция ото¬ 

бражает X на все У » 

С другой стороны, если отображение ; \~+у вза¬ 

имно однозначно (с X йа вое У ), то естественно определе¬ 
но отображение р(у-): {/-^Х і ставящее в соответствие за¬ 
данному у в у то единственное осе X , для которого 

Г(^) ^У г гаким образом, р (УЫ) « ъ и #(р ($)**&, 
так что отображение р является обратным к грХ * 

І «Х4» Линейные функции» 

а# Чтобы иметь возможность говорить о линейной функции 
: X "* У 9 ш долэащ предположить, что X и У - 
Д ля определенности, над полем веществе!» 

ных чисел* 

Напомним, что множество X называется линейным проетраи- 
І 10 - 6 - і е ^^ енй ^ х „ ч ? Сѳ 5> сели в Х~~опредёленьГ : ~~ 
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операции сложения до&ос двух элементов и умножения элементов 
на вещественные числа с вшіолнезгивк обычных свойств этих 
операций . Б частности, в пространстве X имеется 

нудь « такой элемент 0 , что для любого -х&У , 

Наличие линейных операций позволяет ввести в X поня¬ 
тия аффинной геометрии. Пряшн, проходящая через точки сЬ и 
4 есть совокупность всеТТочвк вида (4~Ж)& + Ж4 , где 
Ж* &і і если при этом Жу меняется лишь на [0,і] , ш 
получаем в X отрезок, соединяющий точки оО и 4 • Значе¬ 
нию ?6~0 отвечает, очевидно, точка СО , значению Ж= / 

- точка- 4 • Можно записать уравнение этой же прямой в вгде 

ес-ь Же , где с.™ Ж?- 0 *' 5 в такой записи СО нгсігл- 

ют начальной точкой, а вектор о- 4- оо - наяравдяюг;ягз г_с:> 
тороіГпйшйГмнойство и <=- X , содержащее вместе с кадры- 
ми двумя; точками со и 4 всю проходящую через них прямую', 
называется линейным многообразием^ X * Множество X , 
содержащее вместе с каядннп двумя точкам»' со ш ^ соединяю¬ 
щий их отрезок, называется выдужл нм в X * Линейное кпегзоб- 
разие Ц , содержащее о7 является подпространством’ в X I 
если же линейное многообразие и не содержит 0, оно получа¬ 
ется из некоторого подпространства сдвигом (т.е* прибавлением 
ко всем точкам фиясйрйвэяпого вектора). 

б. Пусть X к У яклойші®: пространства над полем 

вещественных чисел. 

Функция АСЖ)іХ~*У называется линейной функцией, 
или линейным операто|оы, если для любых 'X* и 
и люйх~веществевных и Ж&, выполнится равенство 

•А (*І4 +и г ъе Л/ ') **■ ^ -Л (&*) + ■А (^в) 

Із этого определения следует, что линейный оператор 
А.(<зе) сохраняет аффинные свойства геометрических объектов? 
прямую переводит в прямую (или в точку), отрезок - в отрезок, 
линейное многообразие - в линейное многообразие, выпуклое мно¬ 
жество - в выпуклое множество. 




II 


Для примера рассм-эірпу ^ ~ верное линейное пространство 
. X- Иц/ 1 Фиксируем в нем базис «Сопоставляя каждой 
точке хе какую-либо ее координату ос* ( і у .,й»), 

ш получаем линейную числовую функцию в пространстве 

Я «у .Наиболее общей числовой линейной функцией в являет¬ 
ся функция. ■А/'#) — .^1 о к аѵ , где 

А'»-/ 

заданные постоянные числа» 

Пусть далее У~Ііт/ пѵ ~ мерное пространство, так что 
в некотором фиксированием базисе каждый вектор У полу¬ 
чает координаты *> Пусть II С0ікІІ - число¬ 
вая матрица с ПЬ строками-X Я столбцами (короче,, - 

матрица). Тогда система равенств 

~ ^ •И’ > , „ 

ц.} 

определяет линейную функцию * ^ = -Д-(о^ I Х~* У * Известно, 
что любая линейная функция из в Й ??ѵ моют быть запи¬ 

сана в виде (I). 

в* Тожественный оператор 0 К , действующий по правилу 
в х х = Х > является, очевидно, линейным? он обозначается 
через Я х или просто через , если X известно® 

Если линейный оператор -Д-; )(-*У обратим, то обрат¬ 
ное отображение В ■ У—^Х есть гакже линейный оператор® 
Действительно, обратимое отображеніе -А* , как ш видели в 

І ЛЗ в , осуществляет взаимно однозначное отображение X на У § 
поэтому для любых У и і/ж & У можно найти также 
, ос А е X что I тогда 

, в?&**&*. ш 

- (и і 'х. + оі г 'Х,^)~ оі+ооі+оЬі, 


что и требуется. ^ 

Этот обратный оператор обозначается через -Д^ 
г. Для линейных операторов -Д-: X У и 8 : Х~* У 
м любых чисел об и р определена линейная комбинация 
йі-А +р 0^ как линейный непрерывный оператор, переводящий 
X в У по формуле (ъітк-і-р 8) ж - <^А(ъ)Ч-р В ('*>) . 
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Таким образом, совокупность всех линейных операторов, дей¬ 
ствующих из ^ в у $ сама представляет собою линейное 
пространство; оно обозначается через /а(Х,і/). 

Если Х-К* » то Ш,У)-ЦК 4 Л У) естественно 
отожествляется с самим У : любому сС*У соответст¬ 
вует оператор А&ШьУ) » действующий по формуле 

* й любѳй оператор -А & ІііЙіУ) 

действует по формуле -Д ^ А (4) - тісО > г ^ е 

А-(4) . Пространство X) обозначается короче 

через і (X) • 

Если 9 яо соответствующий линейный оператор 

-А- Х~> правило, называется линейным функционалом* 

Если X имеет размерность Ну , то и Кі) имеет 

размерность п, * 

д. Для линейных операторов А' У ж о- л * г* 
их композиция С = 8 -А X”* 2 ? определенная по общему 
правилу * е° ть снова линейный оператор* 

е* Прямая сумма линейных пространств. Пусть имеются Ли¬ 
нейные пространства X ^ , Х>ѵ и X- X** ' ' * X /ѵ 

есть прямое произведение множеств XX^ * 

т.е. совокупность комплексов х~ Сх, л ., ^х^Х*,. 

Введем в X линейные операции по правилам 

э.. ^ “6 У?» * * • > 1С ' ' *•» 

оі (^..^4= ..об"**} 

Нетрудно проверить, что эти операции превращают X * линей- 

ное пространство 5 в этом случае оно называется 

^остранств_ X*,..., Улу * Составляющие ос, ѵ есть 

функции от ОС/ , которые мы обозначим так: 

О" , — Ф /о&) . С~іэ.* Ну 

"Ч ~ ^ 1 ; 3 ѵ/ ч/ 

Функция ^ (х) является линейным оператором из д в 
он называется проектором (или оператором проектирования) из 
У в Х<; • Сами пространства штаго"^естествекно 

отожествить с некоторыми подпространствами Х^* с: X $ 
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\/ / 

именно, в качестве: д . тт:т взять совокупность элементов 

вида 


{о,..., 


о 


ІъЁ) 


Подпространств® Ху обладают следующими свойствам * 
для каждого х^Х имеется. разложение 
х = х/ +*..+ X* 

это разложение единственно, т.е* из (2) и 

X— + • * * 4 Хд, 'Х^ б 


( 2 ) 


следует, что ос-Д -^ ’ 


Действительно, ш имеем "х~ 'С'Э&у,..., 5=8 
- {^06,,Д..., о} + • • • +{о, , <>0 Оз'ад} , что дает требуемое разлсг.о- 
ние (2)} если же, наряду с. этим, имеется разложение 

— .„0} + * ’ * + "С 0 *- в ^ * 

то но определению X ни имеем .. . э < 


Обратно, если в пространстве X выделены каким-то . 

образом подпространстве Х^ у _ X так, что вннод- 

няются условия ('об)-О) , то прямая сумма X прост*» 

ранств XI,, .. X 'изоморфна пространству X * Именно 

данному х'~ 'Х'і поставим в соответствие элемент 
х- сСу + - - • + х^ <& х 5 из условій; (оі)-(^) легко 

следует, что соответствие 'Х'—-> является изоморфизм 

мѳм.В этом случае будем говорить, что пространство X/ 

разложенб в прямую сушу, подпространств ы * 

ж. Пусть пространство X есть прямая сумма подпрост¬ 
ранств X* я так что для любого 

имеем ос= ^ос+ * , где л ^иу " соответ¬ 

ствующие проекторы} пусть, аналогично, пространство $ ® т 
прямая сумма подпространств Ху , . У^ п , , так что для 
любого У имеем «■ - + ? где 

, (Зту соответствующие проекторы. Пусть -А • 
линейный оператор. Положим 

■А - ^ ~ А ^ “б. а ^ (з) 

Ѳператоры .Д.^ действуют из X в , но естественно 

рассматривать оператор заданным только на . Зти 

операторы составляют операторную , -матрицу 
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л 




"А пп. 


л 


№ 1 


М/Д 


00 


Для любого 


И, ъ 

> «> с ^ с 

"/ 


Х = / 

~ Аъ =■ ^ <2; Л $ 0&= 

Л' Л/ 


имеем 


Ф А -* ^ -А - // > 


(5) 


" 1*1 "V 

что напоминает обычную матричную запись линейного оператор * 
действующего из в $ УП/ * Формула (5) показывает, что 
оператор -Д- полностью определен матрицей Ц -Ас/ІІ * 
Более того, любому наперед заданному набору линейных операто¬ 
ров -А у :'Хс-*!/у а ль) отвечает ІІ ^ «*.* «тіА*» 

оператор Д-; у ~» */ , действующий по формуле 

т. Д' 


"А * у» 

і~-і * 


СС, 


или, что то же, 

=г (-/V х)^- X А 6 / 'Яд } 

6^9 


легко проверить, что соответствующая ему операторная 

Къггѵ -матрица:, построенная по указанному выше правилу, 
совпадает с матрицей |/-А і/Ц + Таким образом, операторы 

Ат" 1 X"* У находятся в естественном взаимно-однотііе і :т:іі 
соответствии с операторными плугъ -матрицами Ц АсіЦ * 

В частности, для; У~ X » тождественному линейному операто¬ 
ру Е: Х-* X , Е. , очевидно, отвечает матрица; 

Ві 

л 

\ 

> 

Ь. | 

(невыписанные элементы матрицы - нулевые операторы ), 

где Я і есть тождественный оператор в подпространстве 

Хг <і= • 

Далее заметим, что для двух линейных операторов 
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ІАуІ и I В і/І! } ліяейіва комбтщш в 

отвечает, очевидно, ттрща Ц 4-^Ь^Ц • Поэтому 

уедзаквое ваш взеигоо-одкозначное соответствие является, 
сверх теге, кібмэрфипшы линейного пространства І(^У) п 
линейнего пространства всех операторных /гх/И/ * кмрзц 
II ЖуІІ (в- естестве&штщ двиейшшв операцияки)* 

В частности, при предположениях © пространство 
і (X, У) окававаотва ивоморфаш прямой йуіш яі-Л, прдат- 
ранств А (X *,&[/) • Веря /г= ^ , получаем, что А( Ч Д, У) 

ИВОМѲрфВѲ пряной СуМІ'З /Их пространств і(^УУ) » а Серп 
^г* 4 * что 1*(У\У) иэемэрфго прямой сумме /V прост- 

І«ИЯ 4 . 

1, Иуви, кроме прострагога )( в у из е, , ясвегез 
третье пространство 2 > лалг^сося прямо! еуміюй подпрост¬ 
ранств і ' ' ■ -ь хір « Пусть дан линейный оператор 

| : У~+ % * по ттжжтж рвздаязияям У 3 У**... + 

* 2? %і + ' + 2-р огу кохзо поставить в соответствие 

ждо $В/м и^ /* *- ?- • •> Я * 

Композиция 0 "/“г есть, яішейщй оператор, действу- 

щжЯ на У в 2 > при этом в одной стороны, 


2? 6 - 5» ^ X*. . » Сі* • \ к 2^ , а а 

другой стороны 

8ё; У'/ ~ ^ ^ ~к} к . 

Йо лагая вдеаь 0 С| ^ О при 14 К , а 'X* & ^ к 
- произвольными, получаем 

с^=Д^у-Аѵ* 

Это правило соответствует обычному правилу умножения матриц. 

ЦуіТЬ 2 да Х 9 2 4 * X с и оператор $ являет¬ 
ся левым ейратням для ^ , так что 8 -Ат* Е х • Это 
равенство соответствует системе 

4 /5 при 

0 Лк т У 

0 1 І к При 4 * * <Ц ... ѵ *Ѵ ^ 




Ь. - IОЗОДвСТВ.СННЕЙ ОП-Ора'ііОр - * - __ " * 

ёли При этом $ является и правым обратным для -,і 


в пространстве 


АЬ-Еи и™ 

ПѴ 

ЖЬ.Л}к 

г* 1 ' 


Со при 


;.!. При ( в ^» 


/г / . тождественный оператора пространстве ^ ■ 

где С- к и д и ѵзн&Т'Ь. является ли оператор 

к. Как по матрице Ц-Ао/Н узнаТ Ь 

"А обратимым ? В конечномерном случав ответ дается в„о. 

ходишм и достаточным условием ЫеЦ А&І+Ѵ ‘ 

В общем случае имеются лишь достаточные условия» рассох,... 

для простоты случай X У- -г-., 

В дальнейшие м операторы -Л С/ 9 о і/> іу »/> . ^ 

действуют из подпространства —к~ Х- * А 

ЛЕММА. Обштимосм_оператрі;ОВ Ди <+ ЗЬ*г™*"* н *> 

являет^^оста^шм^условйен^ля_рад«*имости^мстеш^ ^ 

^ "" ~ Ац В іі+А-/І- В»і~ 

■Аы Віі+-Аа.ьВі,і~ ^ V 

и для разрешимости^скстеш х _ г ^ 

А*^' 

Г -А--- С* Т -• -заданы, Ьі/ 9 0с/ искомые). 

Допустим на момент, пто рене^системы 

(1) -(2) существует и делимого явное выражение. № 
умножим (I) слева на Ац > получим ^ 

Ви + А* Аіх Вм~ Ац ■ А* 

Это равенство умножим слева на Ам и затем используем 

(2) , мы получим і Г 

-АгЛі + ^ЛъЬг-Ь*А„ V 

или ( -А^лил^^ іі 3н *' 


Умножая на *$)%%, * но л/чаем 

- 1 » ГІ С" X €Л г < С 
3^ = - "ЛцпН *Чі+' и '% Ъ 

откуда и из (5) 


■Вн=Ам ^ гі 


Теперь не предполагал разрешимости системы («-(2), «*««=» 
Теперь, не пред ѵ „ ( 7 ). мы увидим, что 

в нее Вц и о<ы и 3 ^РІ ѵ~ гиотеіы (і)-(2) 

эта система удовлетворится, таким образом, дш систелд ^ 

утвервдение леммы доказано. Для системы (3)-(« леЬотвусм 
аналогично» предполагая существе ванне решения, приходим к 

уравнениям ^ а 

Си* &*%Агі Ац ^ Тц -кіі 

С*1 ^ІІІ^І.1 ~^11 "АіЯ* ’/ ? > Л ~^1& ^ 4%? 


с 1ь ш -%ЛІЛ* & +г ^‘ 

'н А" ьТ-! іА н'АцЗЬг.&з^п ^ 


С„=Т„ Л„ УМЙЛіМЪіПіі " ‘« 71 г> 

Прямой проверкой убегаемся, что (8) и (9) давт решение 
системы (3)-(4), и лемма доказана. 

Теорема. Обратимость операторов -А--и Л 
-?1--,ЛгГТ -является достаточным^ 

тщ/ т *%1 1\іі ~ппу 1Г~’~~~~соответствущего 

цлвммйад^оі^^ -А > — 

матрице 

Ал Аі*І] 

Аы -АыІІ * 

Доказательство. Обратимость оператора А- 0 П Р аі ® эга№ 
валентна разрешимости системы уравнений 

А11 В 44 +-Аіа>&Я1~ 

А&і Віі + Аз*в*,*® Оу 
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АіД*, 

"Аа 1 $12,+ Аз.2/ $гъ ~ , 

Эта система разбивается на две независимые системы тим 
(Х)-(2): в первой системе искомшіи являются. $и 8*,?^ 


чь 


и 


22 


Условие теореш, согласно 


лемме, обеспечивает разрешимость обеих этих систем* Аналога 
нс, обратимость оператора -А* слева эквивалентна разр? 
мости системы уравнений 




Г* 1 

^11 ' 

+&і2 -Дм ” 



^1%, + С а. 

«г 0 ^ 

* 


-О, 

&гі • 

^12 + ^ АЗу Ай -*/ 

= л 8 *. 


которая в условиях теореш таким же образом разрешима по 
лешіе* Итак, в условиях теоремы оператор А имеет правей 
и левый обратный} по ІДЗв оператор -Д- обратим, что и 


требуется* 

Приведенные условия обратимости оператора -А по его 
матрице являются лишь достаточными, но вовсе не необходимы- 
ми. Это иллюстрирует пример с матрицей 


А- 



4 

0 

0 о 


О 

о 

1 о 


О 

1 

о о 


О 

О 

0 1 


Здеоь , таи что Дг обратимая матрица} 

однако, ни ©дин из четырех операторов кх~~* , опреде- 



ляешх . ввдѳлѳвшши минорами второго порядка 9 не является 


I *І5* Непрерывные фухкзн» 

^ ІПІЧ -- ццу- -( Г — {«•'тоуфвдр *і<аѵ .-.“К ,*.Т.. .■ «ммамЦДО гошме* яхъ 

а. Чтобы иметь возможность говорить о непрерывности 
функции ?%$ ( М -* У) , ш должны предположить» что 
множество м , где определена шш функция, и множество 
У , в котором она принимает свои значения, суть ш?р:г:зоіг:іб 
пространства. Напомним* что мноиэство ? ч/ | называется метрп» 
ческим пространством, если на нам определена метрикОг числогся 
фдеікция ^ Р (или, при необходимости указать 

пространство, ).« удовлетворяющая условиям! 

Р ( ос, (р) *р(у'у ж) д ЛЯ любых 'Ж' и р из М $ 
рС*Щ>%) 4Р(щуНр<№) для любых 'ЫЬЯ. ИЗ М } 
р(ы^~0 ДМ любого фб Гі , р(00 л ^)уО при • 


Последовательность точек м называет¬ 
ся сходящейся к точке осе/1 , если (^<^) 

Последовательность сс *,,. т> ,.. точек М называется 
фундаментальной, если се^) . Пространство 

называется, полнш, если всякая, фундаментальная после¬ 
довательность является сходящейся, кошаішш^ если всякая 
последовательность содержит фундаментальную подпоследователь¬ 
ность., и компак том, если оно полно и компактно* (Вещественная 
ось с метрикой р(<Ь%) ~ }сс~$І есть полное, Но не компа¬ 
ктное пространство! интервал нй оси - компактное, ноне полное 
отрезок - компакт)# Мы предполагаем известны®! понятия замк¬ 
нутого множества,открытого множества, сферы и замкнутого и 


открытого шара. 

Две метрики р и р 1 на одном и том же множестве М 
называются эквивалентными^, если они порождают одну и ту же 
сходимость, иначе говоря, если из р (ос*,, а) -* О следует 
р'С^пу ой -*О и обратно* (Так, например, любая метрика 
р (со із ос^) эквивалентна метрике ^аЛ ~ 

» сѵсебр р ( Хл) ). 

б* Функция ^ = ^(а>) называется непрерывной^ при 
<х~сс у если для какого существует такое 

сГ>0 , что из в > с^<сГ < ,»еМ следует 

Ду 




сіи: 


Имеется и второе, с ел е.-.іе-с;© определение .непрерывно- 

функция ф(^ нек рзрыэщ и ри -х- $ если 

для любой последовательности .., точек то¬ 

жества Н * сходящейся к точке оС/ , имеет место соотно¬ 
шение фс® , Доказательство эквивалевтвссгл сг:*х 

определений обяаеяэвестао ж щ не будем на нем здесь 
останавливаться. 

Поскольку *ири определении непрерывности функции 

здесь попользуется лишь понятіе сходико- 
эжвштяс-йтхае штрихи р* ' м р на 

тому же запасу нейро- 


водят к ОДНОМУ 


/(х); М -* 

СТИ Х / , ь< "*' ф 

пространстве 
рывннх функций* 

Функция 
множества 

или С°(М,У) 
известны из контекста • 

' в. Примеры. Сазам простим примером иеі 
является посто янная - фусжцш { М-* 

при всех' ^ос'вп прішккас 

Другим простым примером является числовая функция 
^(х) тр(ъ,а) /м - я 


$ шпрз равная в каждой точке 
называется непрерывной н д .множ естве. И 
шш просто - если 1РГ и У 

9 * 




фуйкщвм. 



9 которая 
по н то -хѳ значение (А>&У. 


м 


где с лу - фиксированная 

е Ее .непрерывность следует из нера- 


точжа пространства « 
венства треугольника, 

Функция (И-^й) .» ставящая в соответст¬ 

вие каждому элементу 'X/ нетркчоского пространства І ѵ ] 
сам этот элемент х » является кростейгаш примером непо¬ 
стоянной непрерывной фуяшш* 

Для С°- функции р* *.п + У полный прообраз 
всякого открытого (замкнутого) в У множества является от¬ 


крытым (замкнутым) в 


непрерывной функции 


• В частности> поверхность уровня 


множество тех- хе 


для которых УХФ* [А (фиксировавшій элемент из У ) 

является замкнутым множеством в X ♦ 

- Прямое пройзведение_метрі?чесшх_ ііространртв_. Пусть 
X* “ метрические пространстве* Образуем их 

прямоте произведение X ®Х 4 * * * * х Х^- (.ІДІв) и 




введем з ноге т 


’7к$ ЧІОЙН СХОДИ" 


мостѣ по ней была равкесидгліа сходимости по координатам 
(т„е> чтобы сходимости последовательности 
* е X і пределу об* {а ъ ..., об*} X 

имела место тогда и только, тогда, когда в 

X* . 'Х^?'—* в )* Иетрачосзаз 

пространство X с этими свойствами будем называть дзггі:- 
че_с.імм_пряшм произведени ем про странств X*, . .. э Хд, 
Подходящую метрику в >С~~ модно задать,, например, по фор:-7« 


Л«Ч • • ,<Ц< ■ 

Можно использовать и иные формулы, -например, 

,Е*(... } . . ѵ ~ ^} 


& (ж* хШ/Ѵ’і 

ад ** *"Х/ 


^С€аѵ,..,-ОЯ...,Э5Ц) = у 5 Д" (*4*і ) 


д» Неягрерквйнс фушод* ивс:кодшяс пе ременных* Пусть 
X*,... и У метрические пространства* Образуем 

метрическое прямое произведение ' X е Х. ? к " *•* Хк/ ( г ) 

Пусть функция $<%)'• непрерывна в точке -Ж^ОО 

так, что для любого Г?0 существует такое сГѴО # 


что из 


АГ« > а)<сГ следует 




Жак как определение непрерывности не зависит от выбора Метра* 
ки (в классе всех метрик^эквивалентных данной) , то пусть 
при этом /> х выбрано по формуле (I), так что неравенство 
4 }\ ( бс со) < 6 равносильно системе неравенств 


Л-(ъс,СС с ) <<? 


• Поэтому непрерывность функции 


в точке Ф можно определить и как "непрерывность 
при ъс*Ф по совокупности аргументов зѵ, .. „ ос^ и : для 
любого €?0 существует такое о 7 $ , что из 

Рхс <сГ<Гб~ следует Д? (^ ^ * 

























такое 


сГ , что из . следует 

Ру (#С&% ф(чі м \) ^ 6 * На компакте 0Д§*5^ 

всякая непрерывная 'функций раві юыерно непрерывна (05.176) . 
Множество всех значений 1 непрерывной функции на компакте]^ 
всегда компактно в У (05.16а), и, в частности, всегда 
ограничено. Поэтому для компакта'"' ^ пространство У(Н) 
есть пространство всех непрерывных функций И""*У. 

д. Следующий способ построения более сложных непрерывных 
функоді|ѵ^#олее простых будет встречаться в дальнейшем. Пусть 
Н , ^ Р,, 2- метрические пространства и пусть дана 

функция я - ФСЪ?): і , ограниченная и равно¬ 

мерно непрерывная на М*У * Песть далее имеется непрерыв¬ 
ная функция ^С'х) (Н~*У) \ тогда функция М ^Г 

ограничена и, в силу а, , непрерывна. Таким образом, опреде¬ 
лено отображение Ш) -.рт -~р(Р(*>) - <р(ъ 
пространстве У (М) в пространств* 2. (М) • Пока вен, что 
это ..отображение непрерывно. Действительно, для любого 
4 ^ (ъЬ е У (№) Мы имеем ч 

• г(4 * 

Для заданного > используя предположенную равномерную 

непрерывность функции фСя+СР) * можно найти такое сГѴо 

- ТЙ* лі ' ■ 



Г , т.е« 


<кл 


<хГ > 

, что нам и тре* 


что при 

правая часть в ?І) станет меньше, чем 
буется* 

І.І7. Непрерывные линейные операторы, 
а. Чтобы говорить о совместных свойствах линейности и 
непрерывности, необходимо иметь пространство, соединяющее 
в себе структура линейного и метрического пространств* 

Наиболее удобным представляется для использования линей¬ 
ное нормированное пространство , т.е. линейное прост¬ 

ранство» снабженное но рмой -функцией, ставящей в соответствие 
каждому вещественное число І<ь1 , подчиненное 

условиям^ 

(1) ІОЫО, Ы*0 при ъіФО ; 

(2) /одля любого вещественного а Ь $ 






, ъ+иі < Ы+ Ш для *® бах * й из х ' 

чо) ' , й пространство называет 

Нормированное линейное полное простран 

іаваховм. нормирование линейные пространства* 

Пусть х и у і.ѵ Г -г к'Ѵ^и 

будем рассматривать лш ) е ^^^з°хой метрике , которая. задет 
являющиеся непрерывны»! фувкдиш. в юи р 

етоя нормами в пространства,_ ^,-*У 

р {'Хч і 'ХІ) = ІЪг-Ы -> Ьу 1 ” ^ 

■••''* л „, ем „йэывать непрвр*шщш,инейшш,оиещо- . 

Такие .функции УД конечномерных нормированных 

рами. Таж линейные операторы „ т0 видно непосредст- 

пространсхвах (ІдИб) всегда непрерывны, что вид 

венно из их общего вдадсіетдвым^ линейных операто- 

Композиция является такие непрерывным 

ров -к’Л-*У * * Г 

линейным оператором Іл*’ * к-Ѵ -*■ у образу* 

л Иогтйшвные линейные; операторы тт- X 
5л Непрерыв Г п -«шіюстранство линейного про^рц** 

в* линейное пространство Оюдпросхр у Б ^ ),. 

отвавоех линейвш с пер*ор », ч№№ і( х. у) и 

* \^Г™Г пространств линейных непрерьшн» явера- 

торов, пространство ІзіКУ) тшо . , , 

формуле иду в %ир / Д тс | 

при этом для любого «еХ 

5 , ЧЛ.И- іх| 

I Лф! «• Я'* чн , ■ 

I / Ч/ (/ ) (в ЧЙСТ 5 

г введением этой нормы пространство ЬІ%* * П т«етпачство», 

) становится, норвчрог.ашым вшейны,- Р • 

причем полным, если полно ^ ' ,.„. травСта . пусть 

в. Прямая адМ.«ШКЖ» 

Гу :.;х; - нбр»«р" е «*«*»• 

Образуем их прямув сумму ^ м ,^ ч , 0 <ы сходимость 

введем в нее каким-ли о о і- • _ * - координатам, (кая в 

во ней была равносильна. " да( ^. цзг). Прострав- 

"ГТ~По^Пуд- называть иор^І^ 




25 , 



/у # 3 • ' •) / ^ К/ 

, как правило, опускать.* 


и 


зе*,} 


по формуле 

/М&аЬ-ІО'кІк 
Ѵ ,, * % Т ,Н 4$к*К' 

Іщік сеть норма элемента я> к в пространстве г 
ри этом составляющие <&* естественно оказываются неяре- 

рывшад функциями от вектора <х > так что линейные, опэрзта- 
дш проектирования. ( ^'эс, =» *эс^) непрерывны* 

Как и в |*І4е, пространства можно отожествить е 

некоторыми подпроехранетвами Хм с д * В дополнение к 
'свойствам (*4)~(Р); отмеченным в ІД4е» кажое подпроевран- 
ехво X к оказывается замкнутым в К (как совокупность 
общих решений уравнений ^ ос - О ,, ьФ К с непрерывныя» 
функциями ). 

Обратно, если.в пространстве У, выделены ісакмм-то 
Образом подпространства ^ X так, что выполняются 

условия (ъІ)-(р) из ІЛ4е, т*е. для каздогох«Х 
имеется разложение х~ + • •.+ и это разложение 

дм каждого •ос/ единственно, и если ври этом составляющие 
то ь .,.. “ непрерывные функции от оо , ш будем 

говорить, что пространство X разложено в (нормированную) 
прямую сумму подпространств Ху,, . . д X(Можно доказать. 


что если 


X 


полно, а подпространств® 


Х<- Х и замкнуты, 5*6 




из условий ІД4е уже вытекает непрерывность составляющих -яс к 
Если пространство. X разложено в прямую сумму подпро¬ 
странств X#, ,.-. ? Хл- ? а пространство 9 - э прямую 

сушу подпространств У 1у . ,\ з У пъ у и задан линейный непре¬ 
рывный оператор -Л-' X 9 * то линейные операторы 

матричного представления 9^ 

также; являются непрерывными. Обратно, любому набору линейных 
непрерывных операторов А С/ 

соответствует по правилам І»І4х линейный непрерывный оператор 

-А'.Х^У с штрицей IIА6/II * 

I.18» Произвольные непрерывные функции в нормирован¬ 
ных пространствах » 

а* Если “Щ.'зѢ и - две функции, определенные на 



«ином у) том т множестве )( к нршшавд® тттт в 
ном пространстве ^ , то можно определить @а той ш шевеега 

X функцію % Ф('$) + $(*$ (Х"»У) 

в §>{Щ • 1«дн X * шхрчесше пространство, а -у ~ нор» 
рванное линейное пространство я функция /М и неяре- 

Г іввы, то м непрерывна 

Д, Коля функция ^ж> определена на множестве X н пркпз 
мает значения в линейном пространстве У , а О - лшейвіЯ 
евератер, отображающий линейное пространство С/ в гвхеЯвзе 
вроет ранет во '2- , то на том ж© шовветво X можно оерзде- 

лвть функшш СрсФ * Вели при этом X ~ мэтрачесо:*э 

иреетранотво, У и 2 - нормированные пространства и фувзщш 
и оператор С непрерывны, то и функция а.(ъс) коароргг 
на (Ш). 

І5ед© рассматривать равного вида произведения функций 
*»Гэ§ в » определенных на одном'в том же множестве X . 



охобрагзд? 


такое произведение 

X в линейное пространство У » а %*1Щ - числовая фупк- 
щш* Результатом является функция &>$)('&*& 

Ьт определено также, если и принимает значения 

в одной и той ж® алгабро X ш ег ® значения принадлежат той 
же алгебре X • °вс определено такнз для фС'х) ' Х^У и 
для л,(<&) ; Хн^^Й{2/ » 0 * ѳг да фуввцвв отобр&» 

«а* X в 2: • О^ям свойством всех этих произведений являет¬ 
ся билинейность результата по каащоыу кз мвожмтедей» 

следующее общее опрехеяавва* Пусть на вермвроваввой 
варжроввяод: пространств Д и р определен 
оператор В(*Ц линейный по 

каедому нз аргументов Я» и и принимающий значения в 

нормированном пространства В I будем называть его 
п роизведением элементов йи и ф и обозначать 4Р* <*ь4 
Грусть, далее, имеются функция 'Х-* Д й л&эс.) і Х-* р 


тогда 
называется 


<%№* $№> (X ■’* В) , 



вше конкретных произведения входят в эту схему, 
оедм половить, соответственно, 

в обычном ешелж произведе¬ 


на число 







иіь непрерывная 


т.шт ж х 


А+р&іГ%/}* 

ешвна согласно 


о 


суммыі вторая - по про,) 
кф Р *♦ М . По 


ния 

о 

нев 




в 

айн 

О 

8 ПС 



< 

А 

:ции 


что к 





саты і, я х 

X $і і 


В частности, так как в прост раяств* 

9 

от X и функция 4/?е ( 81 -+К 1 ) непрерывна при ? 6 ФО 
ТО но а» В м 1.16а непрерывным являются многочлены и рацно- 
яальше ^кииіГот координат (последние - вне нудей знаменате¬ 
ле). Пз Х,Х6С предел иоеледовательвости многочленов, равно- 


е 

у • Для некоторых множеств 
нее* каждая. неврерывн 

/(*$ (&-+ 8 і) тже т выть представлена как предел равн 


во, В частности» для компактов і 




ВЫСОКОГО ПОРОДЕ® 


>дення состоит в заме¬ 
точки линейной фувхцв 



















жрірттт® Ъ чпъм&ш Ф$шш тшт трвшттт 
ф $ дщ шг0$» тшт ттт штттш , тштмшщ шж аес 

-фжшй от *!Ь 9деш$яев*& ’зодкйдьеой тщт»- 
@шш шшішй фушт* «ввее ше адю^зг еддаоаддооотя аруша»* 
та* Оначад»- ш доведем шѳбхадша ододелеюм дли адедоа©! 
фушедвд ш$®ш$мъшёж шршш, а ътт ттш абщее ѳнрде левша , 
дозадюе для общего тгтш 9 шттм.шй&тт адодедеші* п 
абтетв значений фржадш явмтш шъут$9Ышшш мжШтжш кгсеш- 
ранетвеш. 

Іреще всего іашшвш ©евовасе шщт®тжт дифферент 
«аррейГ числовой фракции адоствеявого перттітт* 




®ву® фршда $Чщ вещественного вдомалшого 
^ х*# т называли в У 0 ЧВ® 

6*^), 0-аж существовал додед 




год случае в вр&рзщеіѳш %^шштш 
а», от ттещт <е-с к ®т 


00 

мри пере хеде 




выделить глашу» часть, которая зависит от 

Яіс.+І') -Ле) ~ /Ь) I. +»Ш, -&** <Ц 


тйѳ, если прврадешга функции- фіщ ври переходе т 
тзе^е к значению <»** е * Д* допускает виде ле¬ 
ей части, линейной по 4/ * при некоторой воет о- 
Ь вюшшотші еоотшшшш 


$(&) 


кг 


<? Ш =ж ( 


то предел 


Ношения (I) в 
цируемости в ч 

©т ТгГ* вещ« 


существует и равен 


для аделевше функций одного переменного 


і рассмотри}! случаи числовой 
ЕШЕ переменных *»* (щ^ з г 
выше определений на втот сд 
«тея второе» 


наиболее 




Къ'*'-** 




ш будем называть д}іффе ууй&руьчщ ” д. 

=* (&*,..•./&*✓') і воли приращение 


✓‘ЗП- **■ /■» 
вД/*' ^ і*" 


при переходе 


а С +'■' 


из точки -х-с- в точкз 
допускает выделение тяа^ 
означает^ что при некоторых постоя 

соотношение 


# Ѵ>>1 . 
части, линейной по -4/. * Последнее 


■ -д 


выполняется 


$(с±Л) 




іШ 


5' 

Величина Д, 


6*7 




О I •Л'-І 


гаг 


О. 


(I) 


я е 


главная, линейная часть прираще¬ 


ния функции чи'#) при изменении X от е до с>+4і> ^ 
Величина о IX) есть малая высшего порядка сравнительно с 4/ * 


При этом 

любого 

следует 




О (Л) __ 

ш 


О 


^ >0 найдется такое 
/ о С Л) I с 


точно означает следующее і дм 
гі?0 , что из іЛІ <сГ 


Под іЛуі здесь по нимается: любая норма в пространстве 
Кя, , например» ' '* Поскольку все нормы в Йц, экви¬ 

валентны (0І2.85д), если соотношение 

Ж -*“0 * ■»7 


выполняется для одной какой-либо нормы *, IX/ » то оно 

выполняется и для любой другой нормы* 

Определение (I) по форме зависит от выбора базиса ж систе¬ 
мы координат в пространстве * Но если -вспомнить , 

что линейная форма ^ 3)- А- при. переходе к новому базису 

ь*1 ь 

остается линейной формой (с новыми коээфмциенташ)» так что в 
новом базисе слагаемые в разложении (I) сохранят свои значения» 
изменив лишь форму записи - то*станет ясно, что дифференцируе¬ 
мость функции при есть ее внутреннее свойство, 

не зависящее от выбора базиса в пространстве к ^ * 

б. Если же базис и тем сашм система координат фиксированы, 
то можно, утверждать, что для дифференц ируемой функции фС-А 
коэффициенты . 2)^ в формуле (I) определяю тся единственным 
образом* Чтобы, убедиться в-этом» возьмем какое-либо целое пь 
менду^ А и Уі м положим в формуле (1) А- (О,...ДХиД-Д 



н 


Івудв ад получим 1&! ™ \Лті 

‘Лес*,, .-. с# и +&м,, с 'М'+і* ’ 

это означает, что функция фі^і , . - ^ <Ѵ) одного 

переменного ^х«ѵ дифференцируема по этому переменному Фт/. 
в точке ъ>гь,** и число Эиг* есть как раз ее произ¬ 
водная ио атому аргументу* . _ л ^ 

<Л)пѵ^с*о і Лѵм/ ( 2 )* 

Полученная явная формула для доказьшает единственность 


коэффициентов в формуле (I). 

Если предел в правой части (2) существует, то он называет- 
ся частной прои зводной от функция $('^) В О по 

переменному * Таким образом, у функции , дифферен¬ 

цируемой (в смысле (I)) в точке сс^С' , имеется в этой точке 
частная производная по любому из переменных ОУ/, .. ЭС-^, 

Частная производная функции ^ по переменному ост/ 

в точке обозначается чорез или „ 


Заметим, что частные производные^ по всем переменным у функции 
/Омогут существовать в точке О и без того, чтобы 
функция была дифференцируема в точке О ■ (см,зада¬ 

чу 24 ). 

в, йэ чисел можно построить вектор 

^ 52 С3>4> * - ♦ Он называется г радиенто м функ ции 

в точке ' 30 *и обозначается через • Выражение 

называется диффере нциалом функции в точке 

9 отвечающим смещению * Оно 

обозначается также через сСфСъ\ .Величины Я/ и 
традиционно обозначаются через оСъ с, и сС*&с . ѵ Л'} 

соответственно. Если в пространстве ввести скалярное 

произведение векторов зе^} 66 
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то дифференциал функции */%ф) в 
в любой из форм 

^;Д; ! 


точке 


ѣ> 


можно записать 


эос. 






Форцула (I) приобретает при эхом вид 

^(е.*А)-^ =оС^(о)+о(Л)= 


П/ 


2. I 


С 5 *-^ 


об»* 4-С? 


[ш2 


Л) 


X* Формула (4) может служить дм сравнительной оценки 
изменения функции кр.и смещении аргумент® из точки & по . ' • 
различным направлениям* Именно * если Щ"’ есть угол между 
векторами $%ОюЬ #(&) и 4и • ' то по определению скалярного 
произведения имеем ^ , 

&) - ^ &) - Ід^Ш€(>-$к&\-Ш-СоЪиг' 


Отсюда П.ри д%шЖ; /іФ *ЬО 
(рис. І.2-І). 



д^оссС^Со) 




Рис. І.2-І 


можно сделать следующие выводы 

При смещении в направлении 
вектора дяхьсЪ $0*) (СО$ш*4) 
функция $С х) получает 

наибольшее возможное. прираще¬ 
ние на каждую единицу длины 
вдоль вектор® смещений ^ 

( с точностью до малых высшего 
порядке)* При смещении в проти¬ 
воположном направлении 

і) функция полу¬ 

чает: отрицательное приращение 
■ по модулю опять таки наибольшее 
возможное на каждую единицу 
длины вдоль вектора смещения 
* Эти направления, свя¬ 
занные с вектором градиента. 


называются, естественно, направлением быстрейшего подъема и 



направлением быстРсйи его спуска функции ^Сж) ^иэ^точки 

м направлении, ортогональном 

зектору градиента (йОЬиг^б) ,'приращение функции фСЩ 
имеет порядок малоети более высокий, чем I М . Таким обра¬ 
зом, вектор градиента указывает и направление быстрейшего 
подъема Функ; ции Мр) > и характеризует его величину. 

д. для функции двух перемещая! (/~Т (&*,^ й « ] 

белее традиционно обозначение независимых переменных через 
ж, (/* I» а самой функции - через е > 


=* Яг" 


1 этих обозначениях формулы (3) ш (4) приобретают вид 


ІИ пі 

ѵчн-а- ѵ/^ 

С? *-=•>•' 


II 


*4*) - Ш^ х+ Щсіу+о(і<:*М44^') 

•1.23. а. Теперь сформулируем-общоа определение дафферат*? 
руемоГфункции. Пусть функция определена в некоторой 

области с X нормированного пространства Д и принима¬ 
ет значения в нормированном пространстве У • Эта функция 
называется дифференцир уемой в точке 'Х=*сб©- , если при¬ 

ращение функции - ^Сое) при пероходе из точки с. в точку 
е & допускает выделение главной части, линейной 

по , т.е. если выполнено соотношение 

где 5) есть некоторый непрерывный линейный оператор, дейст¬ 
вующий из пространства X в пространство У , а о6&) 
есть вектор в пространстве У , удовлетворяющий, условию 

МціЬ ^ НГ7 ~ 0 


іі-*0 V' 

^аким образом, выражение <2>Л/ в данном случае представляет 
собой главную линейную часть прир ащения Функции при 

изменении^ жГ^ Дс 

Равенству (I) мовнѳ дать еще следующую геометрическую 
трактовку. Функция осуществляет отображение области 

^ с X в пространство У $ если перенести начало коор- 
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динат пространства X в Т0ЧК У С * а не 4 ®-® 0 координат 
пространстве У в точку , т.е* считать, независимым 

переменным вектѳр Х эд х-О $ а функцией - вектор 
Ж т » *° получающееся отображение Ж аппрок¬ 
симируется линейным отображением 3)Ж/ (с точностью до 

бесконечно малого члена о(Х) высшего порядка сравнительно 
е Ж )* Можно сказать, что само отображение вблизи 

точки *х«& допускает выделение главной линейн ойу*асти. 

б. Покажем, что оператор *2> , фигурирующий в формуле 
(X), определен однозначно. Допустим, что наряду с равенством 
(I) существует другое, аналогичное, представление разности 

, именно: .. 

/(е*Д) -іМ -3)Л+о<(И (2) 


Вычитая (2) кз (I) и обозначая 
что 

«2)», Ж ш Оі, 


мы найдем, 


Для заданного іуО 
ійА *6* следовало 
1,17,б мы получим 


ПЗУ 


>лф. 


„2> г «у 

Іім.- І тг =0 

ѵі-0 ,Л/ 

выберем сГѴО так, чтобы из 
I ОъСЪі * ЕШ * т <>гда на основанки 


I <3)а ^ 


щТсГ 


Ш 


« Е 


Так как €■> 0 произвольно, то !Ю,Н**0 , откуда 

Мі»0 и, следовательно, что и тре¬ 

бовалось. 

в. Оператор 5) в формуле (I), определенный, как мы 
яоказаля, однозначно, называется производной функции '/(ос) 
при и обозначается через . Выражение 

ЗХ , т.е. вектор в пространстве У , полученный примене¬ 
нием оператора производной к вектору смещения Жѵ , называет¬ 
ся диффе рен циалом функции в точке е , отвечающим 

смещению аналогии с числовыми функциями 


вещественного переменного 


где 


_ а> А- ^Ы-Л- - 

означает любой вектор пространства X 


/ 
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Функция ${'&\ , дифференцируемая во всех точках обла¬ 

сти 0- , называется дифференцируемой в области (5~ * Ее ѵ 
производная ^ / (<х) есть^линейній опѳрв5ор7^ѳйсівующіШ из X' 
в У и зависящий от точки 'ж ъО- „ Ее дифференциал 

есть функция двух переменных - вектора 

Л%Х и ТОЧКИ Х«=^, 

Переход от функции к ее производной ^(<х) или 

к ее дифференциалу сі^ назевается (как и в случае 

одного переменного) дифференцированием функции ^дн'Х) * 

І»24 а. Итак, производная функции ^хУ. ($.с=у-*у при 
• "Х*С' есть некоторый линейны й оператор, действующий из X 
в У , который применяется к вектору смещения -Л&К • Для 
числовой функции вещественного переменного (б с в 

классическом анализе производная определялась как число, а не 
как оператор. Это и не удивительно,, поскольку всякий линейный 
оператор из Ц і в есть оператор умножения на некоторое 

число, и поэтому он мопот бить отождествлен с. самим этим чис¬ 


ло м« 


б. Рассмотрим теперь функцию ь 0-е 

Ее дифференцируемость при & означает существование ли¬ 
нейного оператора <& '• Иі^Впь такого, что имеет мерто соот¬ 


ношение 


Здесь оператор 3 
нию Л, вектор 
кия функции 


(х) 

приводит в соответствие числовому смеще- 
~ Ям, » главную линейную часть прираще- 
} этот оператор полностью определяется 
вектором и может быть отождествлен с этим вектором. 

Вектор 3 может быть определен из (I) делением на & и 
переходом к пределу при Л~+0 : 

Ъ л? 


Лшь 

1+0 


А, ; ( 2 ) 

откуда, возникает известная геометрическая интерпретация векто¬ 
ра 3 как вектора касательной к годографу (Л Л2.<$) функции 

$(<* с) (рис. 1.2-2). Тем не 
менее всее же производная есть 
не просто вектор определяемый 
правой частью (2), а оператор 
9 і»в. правило, 
сопоставляющее каждому числу 
вектор 3)4 &&&_* 



Рис. 1.2-2 
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Заметим еще, что все оказанное здесь равно относится и 
' : д.сХ^Й ч ~* У I где у -любое нор¬ 


мированное пространство* 

в. Другое дело, когда Ч $ 8. і * .Пусть, например, 

фіайі : ^сі?^ * Тода, как мм знаем, ди$ 

диад функции ф(<%) при огр^С имеет ввд • 

сС№) ^ %-$;Лі (з) 

бнова с производной юшо связать вектор «& 31 с К» 

- градиент функции при ос,»е • Ко этот вектор, как 

оператор, действует уже не так, как вектор $ (ё\ в предыдущем 
случае . Правило действия градиента на вектор 

смещения ^ задается Т8Перь формулоМ (3) ’ 0ІЛИЧ ~ 

ной от формулы (I). это. подчеркивает важность задания производ¬ 
ной^ как оператора* т.ѳ. как правила действия на.вектор смещения 
каковы бы ни были соблазны связывать производную (по числу пара¬ 
метров и т.п.) с тем или иным геометрическим объектом. 

г, Если. /№',СсХ-^Яі. * есть числовая функ¬ 

ция, производная 4 /(с) есть линейный оператор из К в к* , 
т.е. линейный непрерывный функционал, В случае X"' К к- ЭІ0Т 
линейный функционал имеет вид Хз)* Имеются и другие пространст¬ 
ва, где известный общий бйд линейного функционала позволяет 
записывать производную аналогичным образом. Так, для случая, 
когда х есть полное гильбертово пространство И .* из “ 
вестно, что каждый непрерывный линейный функционал «ЗСЛ) имеет 
вид скалярного произведения 6®, Л) , где «3> есть (одно¬ 
значно- определенный) вектор того же пространства Н * Поэто¬ 
му все построения 1.22 г. могут быть полностью перенесены о Кю 
на И . й здесь такжГ’с производной $ ( е ) можно сопоста¬ 
вить вектор , действие которого на вектор сме¬ 
щения задается скалярным произведением (А#/) и нап¬ 

равление которого есть направление быстрейшего вѳ-зраетяэшя 

функции ЛСя) * ' * ' ■ 

д. Если X есть нормированное, но не гильбертово 

- пространство (а У - попрешеыу есть )> то оператор 

!*,<* . * вообще говоря, уже не задается вектором 

из V } он есть элемент сопряженного пространства X * 
всех непрерывных линейных функционалов на X * ш Д ейетвие 



Уф 0О5 гь, действие соответсу іу.вдег о линейнаго функционера* 
УиенѴ существует, вообще говор, однозначного определенного 
вектора смещения ’ X * обвеяечищащюм бкотреШій фушт 
Л(ф из точкя • < х~& ' I можз'Г не битв шг одного 
го вектора, ила их швд существовать даго* (Задача^ "■ .' * 

Х»%>* а* Штоіти более дехалы» векторше дифферешадге- 

ѵ жде функции в конечномерном случ-ае. ^ 

тот Футшш Фі<х\ : О-^Зкг* *«ѵ Л . определена * 


осла* 


ГО яр 


IX ЗН*Ь 


а*ѵіэ иаіи»» гі >ѵі - ѵ» * - #ѵ ■ -л 

р и мшлга ттсхвансты У'** Км, И принимает зиа- 

в® и \у- ^ «“МерйОГО прОѵ* ітапѵл.*, ж- ?ѵ 

-■ 1влп » й » птрттисг^ У-* Р,** • # Ввбрав В' ОООйХ. 

ЧОНИЙ В №Ъ -ШрНСМ ироохран^хл* с? Ът/ * 

ьтт пространства» каким- либо образом башвв 

<»« е Ж ШШМ . 

««•«г. йажлтаи» ІѴПШ1. Ц”** С ЮЖЙДО Ж/ ЧИЫлОВВ* 


эихь вахте] 


Ж/ чис ловки 


1 \ *** ч \ 
г' я#, (Чв) * 4 С" 5 **#. * І, I 


|/>П. ■** Фт^"'- (’^іг .. 


же- Й/ 


Равенств© 


4(с-і&) ~4Ы ~ % і€) & +в ^ 

'АЙ 


я^ул'і * 


Гч ЛѴ 


определяет линейный оператор г Ф) : Л**,-**. * 

веяному линейному оператору» действующему ж К н . » *иѵ 
оператору #(е) можно поставить в соответствие некоторую 

т пІ -метрит* Мт итого нужно равенство (2) записать 
в координатной форме, ислольауя ммвющийс* базис в пространетко 
и в пространстве Яж/ % Щ? й этом щ получаем 

$ (е^і) - фі (В) 

Величине Фе* (Ф <* ш Ъ" ѵ /Л ") и составляют 

-матрицу операторе ^ бс) относительно указать* 

ннх базисов* Форму- 8 ® № показывают, что ЙЙЖВЖ? • * 

•дифференцируемой (при <ж- в О ) ве кто ^ 1СХ ’ ’ 


(3) показываю;, «о <*™«» А С™ 


Ж'Ж-4 оаш 


азлаютс я дифферешстру ; 
Очевидно $ что здрав ед 
Фс(^ № 


і (при ■^зс* е С' ) чйСлов.щй8 : функция Мй,« 
ж обратное $ если ч исловые фунг^щш 


<С 888 (ь 


то і вер оддая 
4'ін з 


ф(^х) такаю 


ш. •Л') ____ 

также, звіаковн элементм матрицы линейного 


1 


і главно! линейной- 


оператора ф (о) * поскольку козффи 
части приращения любой числовой функции суть ее частные 
да состветств: 


7 и ( с * ~~ 


п 


СУ ^ 'ь 

линейного оператора Ф(е) ($ц/*кпь) 


У 

Итак, 

составлена из частных производных к имеет вид 

ъ сі- Э */у 


<*) 


(с)^ 


*а •»* 

ъ 

:а ^ 

э4.м 

’ ъ , х* . 



■ & 

в 3^ 

І Ж:', 


Ъ'Жн, 


Здесь знак 
базисах 


ах> в 


® кщ - отвечает матриц», ві 
санная справа* Эта матрица называется метдиюйЯзюйи Она об 

* 1 -ч. . § * /л\ г в ' .М \\\ *& 


)Эг 


качается так» черв? 


і| Ъ Фі і ' 


идя 


'4ч.., 


Й «* 


11 ® И Э (<**,... /эе*І 

случае она состоит и& одного элемента, сов над ши 

* %Т —— —. «і» Л г*і*Л ^5, .. 


ІШШ"» 


него © обычной производно! вещественной функціи по 
му переменному'* Для числовой функции К/ вещественных пере¬ 
менных І и матрица Якоби имеет одну строку (1«§іі2.* ѵ< 

Дж /п/ функций- одного вещественного. не ременного (1*§5д2^ 
п*~4 и матрица Якоби превращается в- одностолбцову® натр* 

цу. 





|1 эЛ(в» 


СО* 

Ъ 'ЗС/ѵ 

ѵ ' » 

э&м 

ч • « 

зАК) 

■5 00* 




$ увидим далее, авдаехѵ»» вомш* 
у.** ври у х«с<' | он называется 

Ф(осі) цр^ -ос =* С' и обозначается ч 

<> (А,.,., АІІІ 


^ ('**., Щь)11 Ъ <?%, ~*ѵ>) 4 




дернем, что матрица ^ ЬЕ0 ^ш^щью ееегевет- 

5 действа я» §ЛЖІ2І?. * ^ с ' м / а \ 

'шей ему матряіш Якоби авралам* равенством (3). 

Т оЛД просто дело обсмнт в случае «иейяой Функции 

~п Х 7 ${щ % иди в развернутой форм** 

^ * 5)^/ щ у* • • • * *® у * х ?'* ■ 




• ♦ *, 




& г те 

. т і ■ ■ сутв ПОСТОЯНЕН* «СИ. «РИД* Якоб» в *« ет ^ ав 
нредетавяяет собой «ДО» соетав^ш^ ^ 


о [ г • • <3)№іѵ\\ 

* 

и не зависит от точки■ о * й^&<ь*ГсЫ1 (в ещѳст- 

Ь26. а. Для №*»> пе ^'о™), как ш знаан суще- 
ванной функция вещественного переду- в точке 

етвоваме производной числово ®Г „качает существование 

-Ж. с о геометрической тоню зрения означает У* 

касательной ж кривой - графику функций » 
в точке і*,т ™Ц* еЯ Еа саіелыіан опредедядасв иди ж 
в плоскости Кзь * при соответствует аналитическое 

нредедьно* положение -кущей-** оо-ветс^у ^ ^ 

т определению 1*21 (I)» ^ взятнх при тех *е ^ ) «о* 

ѲІйХ ^°ой Гб?е;«ечяо .аду. внснего порядке нс 

еравнеюпГс у последнее соответствует анадитие- 

«*^ 2 " 23 ё« мвпадаеі 0 яроивводной - 

л‘(& а полное уравнение квоатедмой имеет вид 

г (6) • 8 Уі ^ («-« (р-йН (I) 

иди ке, обозначая у-Р-<4у, , . 

оС^^(а)оСя> (2) 


• * 




В случае функции у-'фрх).• 0-с.Ц і -^У * г ^ е 

ддооое нормированное' пространства., график ее представляет &®тт 
кривую в пространстве * У * Уравнение касательной име¬ 
ет по прежнему вид (1) (или (2) ), с той разницей, что теперь 
і/~р со ф'(&) является векторами простражств» 3 
б* Для случая числовой функции |/ = ФС^, 
геометрическое содержание понятия дифференцируемости связано с 
наличием каоателі^^ У**Ф(ѵ>4 а ->-у х 'М щ 

Чтобы притзда ж определению касательной плоскости, будем обоб-* 
щать второе из приведенных определений касательной прямой* 
Именно, плоскости У~~Р ~ Д Ас (Фс ~°&с ), Р ~ Ф^ с ) * в 

(ѣН) -мерном пространстве ъ> ь ,.ое^ у- 1 
вахь касателдай^^с^т№_к даверентой в точке 

, х^с^7^всм отклонение- точек <. о 1 

р**.. р+ім «**)} (первая т тх м 

поверхности» вторая на плоскости) имеет более высокий порядок 

' 53 ’ ГіѴ 


малости по сравнен*© о 


СЪ-Сб? 


* Ясно- 


что аналитическое условие І#22 (I) диффервшшруемост® фувкци 
фЫ) при ое=е теперь можш трактовать, как условие 
ствования жри -ос --с* касательной плоскости к поверхности 

і в обозначениях І»22 (I) эта касательная плоско ст 
имеет уравнение 

у -р =» 1.3>і (ъ-Сі) = 1 (Ъ-Сс) (3) 




с~і 


или, в дифференциалах 


( (Ср = У~Р , сС-*і 



в» Определение касательной плоскости можно дать и для 
самой общей функции Ф(^ • 0-^Х ~^ 3 » дифференци¬ 

руемой в точка с * Пусть ФС^^Р • Тогда "касатвль- 
ной плоскостью” к поверхности (у-ФР^ * точке & ш 
будем называть линейное многообразнее в прост¬ 

ранстве Х+У (прямая сумма), выделенное уравнение® 



от точки 


И здесь отклонение точки 

І&-Р+ /(с) (х-е)} ■ (первая - на поверхности 

г 5 " (5) ) имеет более Г’'*™ 


- яа юогоооо 
малости не сравнению с 
т шішы записать это 


'парадок 


! <К.-0| 


в форме 

сіи » Ф'(А оСъ 


§ 1 . 3 . 


о дифференцир уемых, 
функциях» ■ 


о 

і/ I 


1*81» В дальнейшем функции п Р еДда 

полагается действующи.» из некоторой окрестности V точек 
"О нормированного линейного пространства X ® нормирован» 

кое линейное пространство У ' 

а» Коли фС'хл^ сіхшр6 ( т^е» для в сех "Xег / 
фѵнщми Ф(/Щ~ есть один и_тот же элемент пространства- с? >» 
іо~^ ; Сс Ъ-0 . Это? результат вытекает'из равенств® 

— ф(еі-Л) -/(с) ~0 и единственности производной (І»23Х 
б* |СЛЙ_ г$х) есть_ ли нейная функция Р-ос/ (точнее, если 
существует линейный оператор Р’Х"*У » значения которой о 
совпадают на \/ (с) со значениями функций фк'-я) » то, 

р оОфС о) — 1“ ■ о^оо. 

'Действительно, в данном случае 


»ЬА Ѵ**"^*» V ^ «*•' ('-Л- -- « 

^(&і-Л) ■“ У'іУ -- Р ~ 


ц требуемый результат также вытекает из.единственности производ» 
ной ^1*23)* 

'ІТв частности, для функции оо С К ■“**X / ^ произ¬ 
водная есть тождественный оператор ${Жу^Вк ДгѴО 

и о^рх) - г,. 

• у» Всякая ди #вре ицйруешя__й'рй 'Х-«о Й5.525І- 

непреры вн а орм Ос-о. 

^Действительно, в равенстве ' / . 

$(&+&) ~~ 4(& ' 

для заданного 6 >0 возьмем сГ>0 столь малым, что ба», 
при Ьі / < с/ иметь /о Г X) \ < ^ (Ь НФ 60 //• IX/ < ^ & і 



тогда получится, что 


I #Го 


« л/ . и | л I . /« /іі/ <ес 

і ^ Фіт * & "" 1 с '*" у 


откуда и следует непрерывность функции при 

/Г®):Ѵ-*У и 

диШр еячи^а мн др -зв=» с-& V > І2_Е. $(®) ш /(-») + 
^ГС/] ' “ігнАйепенііируема при "Х«С' | рр этом 


і.-зс. а* Если ■ ф; 



или, что то же 

Действительно, из равенств 

'о+ 


~І" 1 "'' 


?$(с) «* ^/с) ^/+о і-Ад 


' /Ѵ е)Д- (4у 


следует, что 
5 (е-- 


<■» / 


<% \ 


/9 \ 


Ле-) 


Л V 

Ж-) ■■“ ІГ *■ - ' . 


й У /«\ » гЖ’&плІ М,-1~о І ■п/) 


і. 

откуда и вытекает требуемое. 

б* Если функция ^■('Х) диффереіщвдемі^^рй,^ 

а • "^^Глинейный непрерывні^те|а^р,^д^нетШ?. 
из пространства 'У в ( ябршровщшое^ пространс тво йг. > !..■ 
функция Д {/'(•х) диффе рѳн цмру ема п;о^ ^э&**и/ и . 

. / /» » ч ь 



^(ой, оСт& (<*')•« уѴ сЦИ. Фі 


Действительно * в данном случае 


■в (&+Я) 


А Г ( I / л(; - 4 - .-А . \ 


* ^гот* "-“-і ’і 

V [ Ц-'СФ) '1+0(1)] = [А ^'«Л] А +0 {Ѣ К 


откуда и вытекает требуемое. - ■, ■ 1 п (і 

в*. Пусть У есть прямая суша подпространств Ь%.. а ^м/ 

» ѵі - г • 


так что дм любой функции ^ 

у* (-Х) = ЯрЫ (х-*іЦ ...,& <*) 


Утверждается» что дифференцируемо'сть функции 


имеют ея. с ост а» ля щие 





влечет даффаренцйруемость при / эь х *<Х/ и жаждой из. функци! 


^*(х) М і ото следует из непрерывности опера- 


4 

Ѵ| 


тора. «■ ."у • ч / ч , // \ 

Обратное утверждение ~ если функции фиг* ^ *4> 9 

дифференцируемы при- 'Х-«се то -и функция. 



і, 

Н'С ъ 


і/'М - і Уч (ъ\ ѵ •> * Л -*■,/ 


о 


диффе рен цируеш 

при г& **.С 0 ~ следует из СО , поскольку 

/ ^ ос) « ^ {'Ж) +- ь |/ѵ С®) 


(I) 



есть непрерывный линейный оператор 

1 { \,У) 


Производная 

"У -> і/ , т.е^ 6 1 ІХ, У) 1 аналогично 

, 'уі(сЪ*ШЛ) (к-і,..,,») • Пространство _ 

1{Х Л У) есть прямая суша, подпространств Я*) 

и из (I) немедленно следует, что составляющими элемента. 
(/(<&) ^і(и,у) являются величины 


У'і { оО\ 


Г?" 


о і 

І 


~ •{' У'і (&Х ... д 0г. 

1*33* ІІроизводішя _и_дд#^е^енщшл' от сложной ^шсции* 

а. Теорема, Пусть функция 

_ ѵ». ^ Х/' ПППІШ о тэтъ А 


СТ0 


^ норшротшного^рост|ансгв_а X 
анотво - уТсО^-е 

г т ^ (0 ‘ опредед ена' в окрео тшсти точки Д" _^Р 251 ВЁІ!“' 

ва у и дейс твует _ в нормированно е . простра н<ѵрво 2 • 4 Н 1 ® Г 

функция р?5сГ дш|ференД5щема_дри^ '*до«с^ > а^дашяг^(0/ 

•дифференцируе_ма_ при * Уо^яожная ,.ФЗ№М.. ІГ №)~ 

с“2Г*:2 Г у-( оо)! , о п ре д еле иная в_ некоторой окрестно сти „точки 

оС&О- и дайотвущая в_ про странст во ..ді • » 

ось г* сб м 

/ т' /. 


іереніщруема і 


"77 V — 7 - /І’УЛОѴ Гт Л 

мЦ ^ ^ Ъ І I# , Ч- 3 *-/ 


Заметим, что - ^(сб) есть линейный оператор, действую¬ 


щий из 


./> /И 

%. 7 


I 


лин ей ный о не рат о р - 




, так что правая часть в формуле 
(I) имеет смысл, как^линеіный оператор, действующий из X 

в 2 » 

Для доказательства рассуждаем .так: 

^ /сб-нЕ,) -Г М =* г С ^( йл ^и - г I 

/ ., /«. \п г ,,. //V, .а 4) - ^*г ЩІ 4- & 1, 0 ^ 


7/Ѵ \ 




= г [^(л8 Г У’і Л/+ *- 

= а'^ТС I /(йіІ+оі.А)] + 0 І>^> Я +оШІ 


'( 2 ) 




Значит, выражение 


Ж (4 


от 


с*ои к 




"5- . 

ііМ / 

поста 

і І/ 

V* %<Р ч» .4. і,»1. 

] ши 

^ ОгЛ 



5 что 

ід требо 


при переходе 


Заменяя- , -ф • на ое> > •$ на ^<х>) и переходя к 


о перви 


мо«но записавъ полученную формулу в виде 

1 * -у 


г. 


'(<Х> 


у- - 2 (&■ 


Ум 


( 3 ) 


конечно 

Гі 


б* В частное», пустъ пространства 
керны и их размерности равны соответственнои р 
Фиксируя, каким-либо образом базисы в этих пространствах, Функ 
дм и и М ж 


(іА тшо затеять системами числовых 


равенств 


У'-і ~ - • -і 


™ і6?ѵ і • - *) -»■ 

/ 


. / (А* р ,, ) І 

І \ & Ь • V І? >- ѵ І \ 




/г. 


м 


Ой 


X» і г & . 


Операторам 


ррх) и 'а&ІІ/) отвечают матрицы Якоби (Д-*2! 


-*ѴЙ \ , 

Хг 


а ІА 

~6 зч? 


Ё„Мі 


Ъ X, 


(Лъ 


—н 4 
* ? 


И 


П Ъ&і 
51 у, 


9 2~ 




Г? I 


~*Ч Г2& 

о 


гй-л 


і- ? 


3'Уѵ 


' і 

сОЙг|Э I 

і 


! 


Функция 


С (осу - Ѣ 


■VI 


і по а 


имеех производную* 


соответствующая 'матрица Якоби в- силу формулы (I) совпадает с 
произведением матриц 


■"ч-/ 


н 



ѵ > • 

У 

а щ 


3 <Гр 

ЗСр 

а 

эзгіѵ 

Равенст 

во С б 


! йщі 


дяі-# і 

ЗЙ%/| 

& г 


Ч 3* Л 

о*-У 


ьщ \ 

':> //. 1! 


У. У ■/ 
$$ Ѵ/Д' 


Э'Ш 1 і 


0ф 

3>эёи 


і 1 


а? 


II 


э Хь 


(б) 


Я ко би © Его можно короче записать так»- 




■ » V 
■> Урі 


► (сь,. 


а) 


! I! || 3 


^ {у% , • - *$&} 


.1 !| 
Ъ (Я$-/ , .. 


/ чЛ 
V. 


В частное 


5 ДѴШ Л^&ИА 

с*4 л . .. 3 и/ 



І0В88НЫХ 


и -' ■■> Р 


т 

*ч ор . **•"•«** 

О ьЬ(, 

■ л 


Не 

•ч «*-у* ѵ 

д 


( 8 ) 


Рассмотрим случай УІ' ^ } так что можно обозначь! ь 


'Х.*...=? X 


.- функции 


ГІпь'і 
2» * / 


здеш, функциями одного переменного X •Формула 


(8) приобретает вид 


/X 


№ 


С* / 


ЭР 


,-п/ . •■'У* , 

СДу 


С 9) 


Мы видим, что и ДЖ дифференцирования функции одного пере¬ 
менного может потребоваться использование частных производных* 
в* Заменяя в формуле (2) ^ на> аб'ЗО й вспоминая, н - иі 
дифференциал функции есть главная линейная часть ее приращен ня * 
находим, что / > ■■ -* ** 4 


Г = %'(і)' У ^ ' а ' 


/ ^ 
/ ^ 


Во так как, с другой стороны, при данном 

оСу «|У ^<х) с/ад 

то мы получа 


С'Х' И 


(X/ 


Ч>»" 




т.е* дифферен циал функции от у" не зависят от тоіу^ неоавія- 
снжм^іГ перешннкм д^ € ^ ся - ее аргумен т у- 
о^другого. аргумент а,., х * Это свойство называется инвармаиту 
ностыз дифффѳренциала относит вль но^ ^мены- яв р в м енного » Одедрог 
тольксГкмеіь"’і~в'иду^ что в первом случае под 00^ понимаете,- 
произвольное- .приращение аргумента- р , тогда ^ как во втором 
случае это значение дифференциала функции У'і'Ж) для вектора 
С&Х' 


1.34* Дифференциал обобщенного произведения* 


ч* 


л. Лустьішещсзі нормированные пространства X ш В 



$ р р^Д ^ № щщі® Л І # V« V ** V л « л а * .ѵ V V V *** ~ •“ 

билинейное непрерывное отображение 

6^В8 В НвКО‘РО]Ч;.?в ПТ-00 і.рс,5пСГі л 

В ему непрерывной*!! билинейно* 

@т постоянная С >0 такая» что ді 

/ < '35', I 4 о М- іь л 

.ея, что Функция 

мншдоюа в каждой точке прострау 

Сѵ ^ Ч *® } ^ ^ : "|" ^ 


Х-& X 

и 

|/€ 

У ,т.е* 


,.<4 , 

ч Ч; 


простран- 

2-, 


'■ /т , 
! у 

Л8 в) * 



Ѵ<^тсіс 

фермъ 

і < 

іѴ'%» / / 
44/ а &Г 

) существу* 

для 

дюбк 

ОТ ^ 

І> 4 У' 


юс'товнетва ѵѵ и 





іФ#Т > находим 
< -зо 4 $/зе- 


о. функций 

< Щ |^> » <"% |/*> +<сСщ -і <щф> 

ѳі0 «* <х, -с/> « <с^'Х 5 /у> 4 <-Хі сф->4* <б^х, Ыф 


& / э 
4Г 


Йци. атом нервна два слагаемых справа- линейны относительно сме 




, а выражение допускает оценку 

< Ы, х,сф ->! < О/*/•/фФ ■$ -;§ ( /обX'/•*> IоСу-( ) = 

»/ / ы 


— о ( ІсСчі'*" } ■ 

образом» приращение функции <' ас ^> допускает выделе¬ 
ние главной линейной части. < +\ч с Ф? ? что.іі дока Зиму¬ 

ет наше утверждение* 

Примерами применения этого правила, вместе с правилом 
дифференцирования сложной функции, являются формулы- дифферент 
реванш различных произведений, которые приводятся дал ьш е * 

тгѵотъ в • области О- пространства 1 зуда- 


щ^ифферендируеш^Щі яи 

’/ і ТГ-^ У 




Образуем, как в 'а ., обобщен 



: ѵ 


А 

~а 



гхие 


КОТО! 



< х (у^Ы- <У •. (г і 
вбобщенным произвелением функции ^’ 


€) на 

»-*ч 




вдовюя фуяквдя 



'ЗУ 


з® 1$> (Я) С& Яр У' 

|'■{%') может быть вре 

* / гр ѵ*/ 


как 


рендиаде 


55Г 





< аі/66)в^> 


что и требуется 
Ив (2) 

записать по $ 


Т0Й * 

следует» что производную функции ^(^) шжмѳ 


где слагавмае в 


СѴ^> <^{Ѵ6) Э у-№У+<^У& 

_. ___ _ - _ ~ * >1», л. «л те ѵк * * і 


й ■части надо понимать как линейные опера- 
г р у действующи® из Т в і? й0 Ф 0 Р~ 

< ое-Ш у-Щу^ = ^Ѵ^4^>> 

< -х(*У <ДГ^)> о!/* ~ < У'Ш^ > 

ъ. Следствие. Если функция -хЙО; 0сТ-» X 
дифференцируема при ^6 = е- ю тѵ(Я) .’ & С И ^ Ь 0( Ѵ У}“" 

Й 5 «^;^еті- 5 * 28 ваииіі & 

> мпроизведение р(Я) -&№)I % 
дифференцируемо при Ж-& 

=» #Ы аМ>* ЛйШ-^^ухС^М ( 4 ) 

Об® слагаемых в правой части, как нетрудно видеть,,прииад 

лежат пространству У * ^/^ѴЛсТ^Р, 

г* Следствие» 3|сли_ Я>(Я) Х . Іч 

- две числовые ф ункции, диффв рн^зд^ше^при Я ~ е -е (>• * 

ирш 




















/ V 

ч ^ 

? \ V і' й г 


I МАК'ОЛѴЛ * 

Л х. ? 

г 

# В поисках обр 

мк уи 

ШОЖИМ -'X- г 


ме т ся о® реетно от ь« прияад ле жа-. 

■о элемента к хх/і/ 
:алв на ■ре. / , убе« 
в /., (V) т При 


X ё-- С 1л Л * 
іішя. множеству 

при малом Л- мй 

что результат ;■ лежащий, очев*.. | _ |,. 

шдьш Л будет близок к единице ж® следователь- 
в 1(Ѵ) і а тогда, как мы увидим, будет 


но. 




братишм в /, (Х?\: V) ... й 'У'-НЪ 



яде» под- 

робвее» для любого'' " І, &Ц{7,Ч) ш ■*>«“ Р; х ѵ Ѵ#'1?, : ' я 
.... р, г> 4.. Н'г* 1 % поэтому пои /«'/*- ?'-*■' * 

~~ Г Л~Х ~ ■ I -IV «V .Г - . 

- /_. • 1?. ■{ »' ^ ?_ $ к ''г ? --с* 

справедливо неравенство і рхт- я,---,/ ~~ /* ~ »** / уу ; .. 

х ІЛІІ-ХІ < 1 , так что элемент (рс+Л*)& & ь(Ѵ 7 

отстоит от Ѳу менее чем Ш- !• и 
і-дО-ІЛ ъГ 1 ' ' ' обратим в пространств 


оператор 

/4Ѵ) » Іаж что 


2 *,:Ѵ-»Ѵ 


для которого 


существует оператор ,:~ й ,. ѵ - у * ■ • - * 

- Это, означает, что "X з 

есть правый обратней для 'Х + яр * іаішм же 

' на х 1 (ж+А) » мы можем доказать сущест; 
і ХІ!.^ 4ііж ч ! и левого обратного для. ха-уХ 

* 4- Л/ при 7 ЛI 

.53 .. .. 


заменяя 


ние при / 4// 

з ідзв вытекает, что элемент «у, 

-ѴГ —* 


?ея« 


/ Э | | ре ' | 

всяким св 
совокупности 


с : 

X- 


вместе 


обратим» Мы видим,- что множество 

о"всяким своим элементом X содержит и все другие элементы 

от "Х на расстоянии 


I / т т ■ \ / \ 
іл 1 чУ - ѵ I 


меньшем у 
во*' Га* 
отсюда 


*лл Ш 


| ’ % стало быть, (х есть ... , 

I | ^ I А>: $ — .. ^ I’ > I... / 

во* Гак ?шк с-тві"НЛ.х 4 х дірй іъ- 3 * ѵ..* » то й I '-у ѵг /* 1 

ѵ і V „і . я Т -/ 


( [ус ..... /.-у х/\ - р. ~Г'х ’(х+Аг 
Хре,-4-'ку) х- ! гі// и ѵ ѵ ” ' ‘ 

1 



» 

х 


го определения» ■ 

б_* Покажем, что в условиях 

~~~ЙГтождества.' . . 

( х + А) Г (-Х- +/у) - хГ ? /х-= X! (X + Л)- - 4 - 


•/і---* 6 ] > м * 

I области свое- 


зфереа"- 


? \ 


, (X + Хі 


'X 


(<&+&} ■Лс'^ 


"X Ѵі-Х УХ ГАб 



. _ і - р / \ 

I депредавности функции со 8 облает ч а; 

ОІшда следует дифференцируемость функции осУ'. та ® 0 ®^ 
области ее определения я равенство ? 


, ллЛи - « л «« П я пепеставдят* миожтеди а поду* 
Заменим* что вообще говоря* ш*#»*-'**'*'. 4 * * 

ИЙЛМ вбл« г от ГГ»-Ѵ ■ » та* что формах»” 

ценном результат® нельзя# ль ди ѵ 7 1 

ЯМ пврвсійяовка «ожмелай вдет меть ешел, все равно ео 
делать нельзя из-за яоэиовоИ нихоиму т атнвно'ли оператором ,. 

I Гп) , іть я случае І/=Ѵ ; К «жиіалі, тщоът^«*~ 

МП беавговорочно. «ункош ос ®Яв*ь дм каздогс х -т - 

.:_.« „ л ол * .. «отошй ШИНО ого*- 


даь оператор утоштт на имело , хотошш. 

» 0 »ю* с функцией 4 , ж «думаем здесь классическую . 


• ( 4г \ 

У ( Ж> 1 




л / \ _ Л 

&■/ ~~ х ‘ 


І«36* Дифференци^емреть частного® ІІусіь ^'{А}^ ь ^ ь '■" / 
функции аргумента 4<=і' I значения функции 
нормированном пространстве X . • > значения «ун*»аь уі-^/ 
- * области С с, X * где X - іЫЧ і 80рш ^! 


нормированном пространстве ѵУ ; • > ѵ<у % . '■'■ 

* ^ /- ѵ ГѴ 0 у — | / 1 ттчі л есть нормирован-* 

• в области ( т л * А <* ѵ А ~ ід»’■■ * / »Ѵ / ***«•'«» 

ное прост ранство всех непрерывных линейных мверети^ * , ѵ*. -- 
іующих из нормированного- пространстве .У ® ъоредмр 

пространство^ V С - X » ?Ѵ,Тг™’*' 

торов* так что для каждого -х ^( 7 - определен олерз--**? .^ 

ѵ) * пусть далее задано обобщенное промзведе- 

ние ^ У х У -*Ѵ * ( ХЛ;8*в) . Тогда- частным функций * х * } * 
СИА ' называется обобщенное произведение вида <т (А>,у<^К 
Ѵ Определенное таким образом частное есть композиция оолее 
* /ч -і , 7 по теореме 

простых функций 4Н) >&('ЪІ г > ^ * Ч 7ообоВ 
а дшффаренадруемоетй еловой функции оион представляет -о«л 

««ЛЪвааншшуеда» функцию от X « воли Диф|к г>енцируеш ф>< .,) 
*яфф»раищіру«му" «шѵц» «потного нетрудно накисать 

и «0$ • *ор«0 г *7 дл * даффереиииала местною нетрудно 

яеяохмуя 1.35а, І.ЗЗв, І.ЗМа и Ь35$. ! 



с&< /’Ьб), дШУ-< ^4 


_ 4 


}>Т 




<- /к) <*М^) /Т^) 5 ?бй? -к 4 "Щ у- 'Ш Жуку 


гг 


<<ры\ ?Ы)о6* > 


Ь& і Ф($А 


’ШІі 

едШйёе '(чйШш) 


Ішщш я < > означает 

і подучаем формулу к дао см* 


сб 




4" 


Заметим, 
классическом 



д-Ы)М 

/ ( 

гМ 

ф‘ 



і -Щв обтай 

гоя 

боле® общей ? чем в 

Шу простую 

щсз 

:во ^ • прояэводьяо» 


О ЖШЗЧН01 


■ ЛЛ. а, 3 классическом айтизе теорема о конечном прирі 
щенки (теорема Лагранжа3 имеет одвдуюцув формулировку? 

Если ^р('Х) числовая фуздцияг за данная _л дифферент 


мая. на отрезке (X $ , то существует__точка сеП^-бЗ 

такая, что 


хш - * 4Ѣ) и~&) (х) 

Следствием соотношения (I) является часто используемая 

оценка 




’ . г .*-*« /У V ' 


Т"** * /5 

<Х«-2С«-б 


( 2 ) 


б,. Мы желаем найти аналоги (I) я- (2) для дифференцируемой 
функций У'— : С с X У ' * ГД* X и У нормиро- 

ванные пространства* Заметим, что приведенная формулировка 
•теоремы Лагранжа не переносится буквально даже на случай 
х *=■ * Действительно* для функции 

у=ср(<Ху} =® СО-5 ос. ■ % ^ т % з О •’С сс^^ТГ^ 

где -о и базисные векторы в , ма имеем 


/Ѵ,Л . Ц?ЛэТП^г./>. , 


~~ - Ѣш/Ж- Х>, . -4» СП Лог*' 


I 


51 , 


и при- сс^о ,. равенство (1) заведомо не выполня¬ 

ете* нй при каком се ГО э %1Т] , поскольку ф(<х) ш обра¬ 
щается в 0. Таким образом» если (I) и возможно перенести на 
общий едумай* то с существенным изменением в формулировке} ш 
ниже укажем это. изменение*, 

в* Что касается оценки (2)» то ее естественное обобщений 
оказывается; справедливым* Вначале мы рассмотрим случай функціи 
одного вещественного переменного * 

Лемма-.* Если функция- _ _ у* р№): Си, $}~* У диффереі 

цируема ~ш ЪЛ9^3$& П0 ‘ 

ір справедлив®,, 

Ідовадо л мтео л ' Выбором произвольно ' .€> 

рим множество оГ веек 4 * для- которых спра¬ 
ведливо неравенство " 

I ІрШ~ Р(о/-)І4( Н+е)(^) (3) 

ГД® М - » Так как г ртЦш непрерывна* то 

О, - замкнутое множество в [ Ц Э_7 содержи® некохеи 

ру® окрестность, точки о Ь * поскольку в ему дифференцируемо¬ 
сти функции (р(тб) при ^6~оі существует такое 1 . сГ * что- 
прж о/.-* ^6 « . . х , ч 

I р(тб) ^ I р\о0 6^) И (М+ё) кс~<4 

Мм покажем, что О, совпадает со всем отрезком Е^Ю * 
Если это не так, то пусть 2 55 Е*і ДІ ~ й н 5 - **2?е&Г~ 
Поскольку 2 открыто* ш имеем ?< /5 к по доказанному 
^ * В силу дифферёяцир; г емостк функции р {^) при 

^ в ^ существует такое сГ* •, что при ^ _ оГ< 
выполняется неравенство 

/ рм 1рЫ№~$+$№~$1-*(м+§)($- : *) <*) 

С другой стороны, поскольку ^ е &. , выполняется 

ство (3). Из (3) и (4) имеем 




можно воспользоваться представленіе»! (ем* 0І2»53 в) 

р/$-.рГ 4 = / рЫ)об*Ь 

откуда сразу вытекает и оценка (2)* Это же представленив 
позволяет дать- правильную формулировку и обобщению формулы (1), 
Именно» можно написать (см* подробнее в 012 «ЛЗ )» что 

р(р)~ = & (р-4). 


где О- есть некоторая точке из замкнутой выпуклой оболочки 

значений рТ^б) на ■ 

д,* Им можем перейти теперь к самому общему случаю» 
Іеорема о конечн ом прираще нии» Пусть _д&йа_д^^ето : ' 
руемая^фушйдо ' 6- 4%^* у * 

возьІІзГдбГточки СО 4- так^чтс соединящ ий их отрезо к 
целиісоіГІіеі»Гв (5- * Т_отдать;«ее-Гм^сто нераве нство 

\ф(4) - ^ъир ]$№ С4-сс)} (5) 

СС6- 0 ~ 

- До казах ел ье и о» Отрезок, соединяющий точки СО и * 
есть годограф функции <х>(^6) = С-+?б4« 

Эта функция дифференцируема и ос '(4>) » Введем 













функцию 


ыС*)]: С0,1]-* У 


Имеем 


\ 

і, 


Как комш шцщ дифференцируемых фз 


* % 


также 


(р '(±) а *р(ъ) 'до Ы)^ #(<*У 

Для функции по лемме в, справедлива оценка (2) 

(где положено У% 



р(о)] < 


I И 




на 


р ; (&) 


Заменяя здесь 

на 4''(ог) (і~(і) * я переход# от множеств® значений 

т отрезке, - соединяющем точки сЬ • и 4 ъ 
области д. 9 к множеству значений- этой функции во всей облает 
б , получаем неравенство (5), что я требуется. 

Неравенство (5) используется к в более грубой, но более 
простой форме 

| ^ щьіі^ЫіІ- Ц-о-1 (б) 

* ОС Ч?*’ 


Неравенство (5) дает более сильный результат, чем неравенство 
(б), например, в случае, когда Х = К^ » и вектор 

дч&сС {/-&>* направлен под углом к вектору -@~оО ,' близ¬ 
ким к прямому* 

е* Уточ ненная „ теорема о конечном приращении* В предлвлаже'-* 
нияж Я, справедливо также неравенстве ... 

11(0) -Жа) -Да) (4-а$ « мФ I (Д^у/бУ (4-&) I ( 7 ) 

/ . осе б 

Доказательство* Рассмотрим функцию 

^(оь) 4*( с (Ж" 0 ^ 

Она дифференцируема вместе с функцией 4 ( <зе ) , в ко І*32а-б 

. д'сж) =■■= , 

Вримевяя для функции ^К'Х) неравенство (5), находим 



І / л/ 


Г-/ 


• й ^ ^ 1' т* 4 

*- /1 Оь> " , " 

'Х€г о" 


> <х) 


1$ ©■ ^ й Х|в беле ЛОв &* 


используется ж в о 


IШ) 


грубо® форме 

г I - Н 


а) (4 ~&)I & иФ ІШ^ 

л Х * ':х&Ь 

даны простейшие приложения тѳорв- 


.ш о конечном приращении. __ ( , 

а* ? ее рема» ^лив -шаре_ \/ ~ {, яс & X • I эс : " сЬ к " Ч -І 

, дго 

ч и отрезке иг 

со единящего точку- сО о точкой 4 > имеет место иера- 


СТА Ш 


у-{ос) ее ть пост оянная*. 

Действительно , для любого М еѴ ч и отрезке 


вексхво 1*41 (6); 


и (4) Мей) $ Нр'М-Ц • 14-ос 

” 7 осей 


п 


тив- 


откуда: у(і) ^((Д - г /- •■'[ 

б. Следствие* Если в. шаре - Ѵ := Н/ хе ^ • У"- 

функции ’ {/-&('ЭС') ~ имеют совпадающие ,производны е 

то ^ (ос) • и отличаются в этом шарада 

щ^протоянную> ' * ’ 

Действительно * ^ (ос) ->4 Г' 06 ) млеет производи 

ную 0, и можно применить а * ' ' ■ у „ 

в « Следствие* Еслймв__шре V~ {.ос & X '• І'У~"ОСі 

оператор п7(^с) постоянен р - $\ то, 

/а,) 


вав« 


^ос) = у (со) (ос -ОС) -г У' 

Для доказательства, следует действовать тем же путем, что 
МБ а, но вместо неравенств® ІЛІ (б) использовать неравенство 
І.4І (7)* Можно обойтись и без неравенства 1*41 (7)і функция 


д(<х)^- У'Ы) {/X -а) .имеет про* 

поэтому* согласно б, фу****™ 


двую у (<х)~(/’М 
(<х) отличаются 


аі-'оі 


& 


■ и 


ва постояннуюі полагая 'Х-~ ОС. $ находим, что эта постоянная 




Ш* Функций- фщ 0®*) С(ЗсХ^#І й0 Р п Р е * 
яет в жаре ѴЦ^доХ : \<янй>\4 
Жшшицаг, если существует такая постеянне 
всех ОС# € V * се®. еѴ выполняв** 



условію ■ 

,*что при 


г&#| ’чзг ѵ # 

ям, что функция і/Т^і дифферендируѳ 


I '.-(X) 


.©уде в 



удовлетворяет условию 


т*е* функция' ^*|да в іа] 

Дишщц® (X) с постоянной § ■* 

Обратно, если функция • $Кос) ’ -инее* непрерывку» произвол 
і удовлетворяет в шаре V 'условию Липшица (X), 
градать, что Ц М^ІІ4С' •Действительно, 


пусть |<хнЫ эд Л Ь | для заданного найдем 




О У 

имело место неі 


ство 


так, чтобы для любого Ж*с 


/ СЬйі 


ти 


1 






Так как т предположению 
то ш имеем при /с% 

откуда для нормы оператора получается неравенство 

ч. " и рі<*) і . 

поскольку произвольно, эхо означает, что 

II І/4'Ж}/|^С- и утверждение доказано* 

. Отметим,, что из выполненія Одного только условия. Липшица 
(х) дифференцируемость функции _ , вообще говоря, не 

следует (даже в случае %~~Йі § пример* )« 

_б* Интересный частный случай получается при условии 
Н.. По доказанному это означает, что 



к й 


Функция ЫЩ удовлетворяет ус дом» Липицг с 
>. , меньшей X. Другими словами „ «а2йЭ551_;^“/ { ' 1 



серого меньше 
щ же значения 


Га.Л»*Я* - ■ • •'■ «аг®***^ ^ *<*&% ./М© 1 /! 

расстояние **езду точками й У '* 

Ж Л/ • ЛСЛЙ' К ТО- 



/ж) пвгнадле&ат .области 
* 5 "' * ' * ~* 


9 то отооуаженке 




задается сжимащі 

<*****!вй#* 


л*. 

ЧѴЙ«/ 


* ч 


ѴкЛІ 45* ■'О 1 

Ч-іѴ 4 1 Ч? V 


і -ОС/ 


> -а 

* 0К8г 


/л Ч 


- ^ Вообще вжимающие отображения опреде-яят^^даяе^мвтр^. 

чеоких пространствах! именно, если § ч | метрич^кое - 

ство, то отображение 1*1 і I / 

тщ -если существует такая-постоянная * 


ОоѲк 4 




и. иэ ■ П 


ж, 


двух точек д& # и ^ии . л “ 6 « I " 

' - - та л,І г^оттчетв#» М • сжимающее ого б-. 

всегда облаяа ет веподіи^ о^^ —. 
; №Гі ірТ^^ зГТ^Её "можно построитъ* как предел 
525, ® Г ;; ^ точек пространства 

последовательности . --****- ' • - 


П > 


берется 


произвольно, 




•э.«# 


Действительно* ш имеем полагая- 



Р5$Й 


■«•Ь'А *ЗС| | 4? &** 



Отсюда для любых Ж/ и Я'' » < Я/ 




Л л- І< геометрической прогрессии 

в скобках 6 уіЬ ОАре**»* АѴУи, --'^“ * . 

■ м ,,• л *« отшштся: в: 0 при 


у • # 

а вкаме пшѳшш %у< ц 


іА . *Р 


* Такілй образом, последовательное*» 


ѵ ™ * - уд ІЧГЗ ПОЛНО, 

д* д-•' фундамент а льна в $'| 4 * -а». іа " . 

іо эха последовательность еходйт^й} Гі ^ ѵ!Г ^ ^ *** * 

/ а Ф(ч$\ 4 р ^ р І '^т $И *** ** «г * Л ' ш * * 



. Д ^ Р ^ ^ 43 


ь, <н«) «о., уч *>-*« 


Лпв». л О 




, так что ' а» 


\*+•&*$**%'** 'Щ ^ «Г ~ ч ^ 4 _ ■ і &* 

е твите льве неподвижная точка отображения ^$ІГ • 

Добавил к сказанному, что неподвижная точка у ^ : 

отображения'шкет быть лишь единственной* вели бы «в, 

были бы неподвижный, *о *“ А \ 7. /? ч -% . а, л і 


* * * ”3? \Д ^■ ч ’ Р’ 


«О •«"«* «“ ПРЕ Ф Г * X 

_г. Пусть, как ив б, В ларь V « .„^л^ - 

всидарувшм функция ••/+•** _ 

отображающая эіоі шар в себя, Неравенство и) продолжается ш. 

непрерывности в замкнутый шау у * *«*»« образец отобр*»- 
пе ІИ<ЯЬ является сжимавши в полном метрическом проитрак- 
впе у" . В силу в отображение. ; 0яй в «а?* V об/ш ‘ 
зает неподвижной точкой, притом единственной» . ■ 

д. Можно указать простои достаточное условие того, чтобы 
«дет М<А (ѴсХ^Х Іі • удовлетворяющая в юре 

лѴ »~а і«Ѵ1 условию' Лиши ш с постоянной < і ,» 
пУрёвІдила^зіот шар в себя. Именно, потребуем, чтобы выполни- 
косъ неравенство Ір(4Хг)~ССІ$ * ^® гда дж Лаі(5оі 0 

^/^ос5^7і е /іК^~Р' 

так что все значения функции У'С^І Н Р Й ‘Ж-ѳѴ ^ лежат ь 
таре V « - . 


V 

$ ^ ч ' 


имеется д 




е* Комбинируя результат * в 9 гид, .получаем теорему; 
Теорема* Если в шар е ^ ■'- 

^с»ѴѴ-*Х 



'! ВЫПОЛНЯЮТСЯ 

з^сф 

««ІѴ 


йеус 


!• | д' /.... | ,*>•"';•■ у: 


4; ••■'ѵЙ^у},ѵ 8 * к '' 'Ч? 

\ 4 Ч*б / ’ «• 




V существует к единственна точка^ Йі 


ІО V 

которой У (**)*’&<>. . 

способом, доказательств а еуществаиіи глціодвиашьъ 

точек мы а дальнейшем воспользуемся* . 

■ х«44» а* Многие теоретические 'Ш в-ьйбйСяихальные задачи 

приводятся к решению уравнения мда. . 

■ ф (<&)**0 кі) 

где А**)* 0>СХ”+У дифферентеуемоя функция. 

Уравнение (X) в расшифрованном виде может представлять собою 
систему алгебраических или трансцендентных уравнений с Н/ 
переменными» дифференциальное или интегральное уравнение и ар» 
Существует метод решения этого уравнения Сне всегда приводя¬ 
щий к- цели), который называется методом Ньютона или методом 
касательных* в общей форме он бы/СІормули ровен Л,В•Канторов*- 
чем в 1948т • Пусть. €0 какое-то значение бб % еСли 

1^) «О » то О/ и есть искомый ‘ корень, так что будем 

предполагать, что ' $(&) Ф О * ® слй ба ФУ мКІ * ИА ** Ф 
была линейной, то для любого 'Э&* мы имели бы 

~ 55 

и если бы было искомым корнем, то мы получили бы для 

Х| уравнение 

- Аос) гк зРіссЛ ( 'Жі~#с) ^ 

Предположим далее, что оператор #((Х!Ъ'Х~*У ^ обратим. 
Тогда уравнение (2) можно было бы разрешать. и мы бы получили 

ойі* й** ГАвЦ? •*?((&■ (з) 

В общем случае, когда не,есть линейная функция, в< 

чина Х 4 .вообще говоря не будет корнем уравнения 

)^( ^| яД1 • Но, возможно, значение " ^п^і) ближе к иуд*>» 

чем * 

Формула (3) подсказывает, что следует рассмотреть по.^.я- 

довательносхь 
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х^-? =сс /ѵ-і>, е Ыо] м 

или даже; более грубую,, но более простую 

Х^<н 52 1 ^ / іѵ" [ф(&Ц ф(ЪС/ѵ )» ЗС 0 «Ои (5) 

Выясним, в каком случае последовательность (5) будет сходить¬ 
ся^ Для этого зададимся каким-либо значением -^ІрО и расемот 
рим в шаре У ={дееХ •’ /X-<&/$ <б}> функцию 

у = ос. - [_ф{а)1 . ф(ой I УX (б) 

и спросим себя при каких условиях для нее будут выполнены 
условия теоремы 1*43 е. Мы имеем 

І/ / (-х) = В - [ $'((*■О • = 

=• - л * г л«> - 

У'ІсСі-сс** ~Е#'(а.)] */(&<) 


Теорема» При выполнении условий 

№р 11 [/(&)]' Л =о-<1 

1<&-€ОІ§ л І, 



I [^'т] ^(а,)І л (4-&)-'<с (в) 

У Уравнения (і) имеется реш ение в шаре V и это решение 

(5).^ " 

Доказательство* Из условия (7) следует, что в шаре 
выполняется неравенство // (/- , (‘Х)Н^'Ѳ'< У 1 9 а из 

условия (8) - что / У (ОС) $-$')•'*{/ *. Применяя І,43е , 

получаем, что у отображения (б) имеется неподвижная точка, 
т.е. такая точка й&М , что ^ 

& «* і& — /Г5? 

и, следовательно, фС'^^О > таким образом точка %% 
является; искомым корнем уравнения (і)* Неподвижная точка; 

















злаченш 

























[Сйодьзуя 



вагельность 
полно, то 
Эта функция 
мости 


т 


цхизт, часть ст рбШ^ѵд ' х 0 пр 

уторов - С^)' $ ш получаем, что 

■&(&) стремится к 0 при &-**** 

о по Ш.Ш V • Неким о бра 
фундаментальна в У * и так как 
предельная функція ~ 

непрері 

(ІДбД)* Далее, нашшем формулу ДЛІ 
’ .В минуса „Р о центром в точке 



! р А' 






я* 


г& 


(I) 


Для заданного ^ 
так, чтобы иметь для всеж достаточно 


гать 


•И 


7р 


і *е 


Чтобы убедиться в ртом, достаточно записать 


К 




и воспользоваться тем, что сходимость к ■ • 

комерна, а функция псгшершша* 

. Заменяя в (I) р на с? .и переходя .к пределу при 

#ъ~&ъО находим» что при всех-; Щ, І<&~4 1 О 
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и 


это и показывает, что у{'^) дифференцируема при ос ” -(і 

• Теорема доказана. 

В теореме 1^45 шар ]/ можно заменить на связную 
область (т.е. такую область \/ , в которой любые две точки 

ЗСо и можно соединить конечно-звенной ломаной). 

- Производные по подпространству, 

а. Согласно определению, если функция У'ъЦ'Сз?) (О- сд~& 
дифференцируема при С- О- , то линейный оператор 

У '(с) определен на всем пространстве X и главная 
линейная часть приращения функции 
независимого переменного, равном 


40 


при приращении 
есть У''(с)Л . Но. 


можно рассматривать вопрос о дифференцируемости функции 

г ограничиваясь приращениями независимого переменного 
только в пределах некоторого линейного подпространства . 

Будем называть, функцию у-(е$ СО- с XУ) 
мой по подпространству Х^с X > если приращение™У'{ , х]при' 
переходе из точки Х=С- в точку -у допу¬ 

скает* выделение главной линейной части относительно 


7> 


* 


У'(сі-Я) -(/'(<$- 3) 4 №)А,і юШ 7 

где с2)^ (С.) есть линейный оператор, определенный на подпрост 
ранстве; Х-/ • Этот оператор называется оператором частного 
д исіхферен циров ания р ю подпространству X ^ГТіно^^ 

00 в пределах подпространства }\ обозначают каким-либо 
специальным символом, например, (сохраняя обозначение X 

для векторов всего пространства X )> тогда для оператора 
ХдЛо) используют соответственно обозначение У'( с } т 

б. Выясним, например, что означает дифференцируемость 
функции у-МС&свцггУ) по одномерному подпростран¬ 
ству X* > определенному координатной осью 05^ . В этом 
случае Л - (О,.. . э .., О) и справедливо равенст- 


У' са-ѵѴ)-(/ (с)= У'і ...у 

3> к С»): X* 




й© 050 равносильно существованию обычной частной производной 
.. ЪЦХЦЙ (1*22 б), которая как раз и совпадает с величиной 

ээе* 

3}*(С)4 ~ ' й 

в. Дифференцируемость функции : ЦцТ^Мт* в точк -° 

ЗС**0 по иод пространств! йіс » порожденному первыми $С 
базисными векторами пространства , приводит к существо¬ 

ванию всех частных производных, входящих в матрицу* 

(С) діМОГ 

* «і в I 


йСов.^...,^ 



(с 


г ж* 

( 


*с 


соответствующий этой матрице* 
по подпространству 


Линейный оператор 

и есть частная производная функции Ш 

к к . 

г. Очевидно* если функция ]/(&) дифференцируема; в точке 
О в исходном смысле 1*23, она будет дифференцируемой в этой 
точке и по любому подпространству )(^с д , причем соответ¬ 
ствующий линейный оператор ІІЗ®. «частного дифференцировав 

ния" есть просто сужение оператора 


на подпространство 


1+47. Из дифференцируемости функции рМ по (истинному) 
подпространству )(^сХ » вообще говоря, не следует ее диф¬ 

ференцируемость по всему X • например, для X я * 
дифференцируемости функции в точка ОС—& даже ш 

любому подпространству размерности К< Н/ не вытекает ее 
дифференцируемость по всему пространству (см* задачу 

24 )* Справедлив® следующая теорема? 




‘Ореш* Если, лростраі 

Ш прост раж 



а{*Ф % 

Ъ/Г "«/'Л, лс>* 

V -. а 



прямая 


?&с X "♦ И ди фференци руе м в неко т орой окрео^неага 

Шіш с*г& ЖіШ2Е2да^р^^ й 

«' непрерывны в точке О г 

дифференцируем в точке О и по в ее му 



5о функция 
про странству X * 

Тркаэатеяьсоо* Для, любого 

Л> * А*+ 



і * № 


Св*Д можно написааь 
г причем соотношение 
Далее, 


при достаточно 




В 1 силу предположенной непрерывности производных 


и 


№ 

Э &1 

■эу-Сс-р СР 

а 


аМ«а 

д ‘'■ЭСд^ 

а#<е) 


в точке С/ далее можно написать 


Ъ&&, 


■< '*- * ^д*.) Ш^іАА . « о І4) 





где о (і) стремится к 0 при 

у (с ^§~Л*+ 


, А&+0 . Поэтому 

,т*~- -_,^Я !Л—»*► 

ИЩь 


(&} 


результат можно написать также в форме 

+ Я') "У'Ой 23 3) А/+о С-А/) 

где равенство ал-Ѵй 7^,*\Чё*^ определяет 

■а> как непрерывный линейный оператор на пространстве X 
Ото и доказывает теорему, 

б. Методом индукции из легко получается более об¬ 
щая теорема, ■ 

Терема» Если пространство д ерт ь нормирова нная 

пщаясушюпо^^ X*, к Ну * 

уСх) (Сс Х"»»> Ді#ерен іщруема в некоторой, окрестности точки 

ОС «С- по Х/і, » причем произв ол- 

ные Гнепрерывны в точке С> , то, 

фикция фКоь) дифференцируема в точк е С/ по пространству 

Применим теорему к случаю, когда X = Й/ѵ * а 

у у - одномерные подпространства, отвечающие коор¬ 

динатным осями Так как производная по одномерному пространству 
Х к есть частная производная ~§сс К 9^^* теорема ^ 

теперь приводит в следующему результату классического анализа: 

#(ѵЬ (&с&*-*У) имеет в 
некоторой окрест ности^ то^ки ОС **■ С» частные производны е 
—— , . ^ # непрерывные при ОС~е , то 

функция &(&) дифферен цируема в точке О , 

' Эта теорема '^ает^иирокие^достаточные условия дифференци¬ 
руемости функций *>•(*).' & с Я>ѵ*У , поскольку она требует 
лишь наличия частных производных (по всем переменным), непре¬ 
рывных в данной точке $ такого рода условия иногда проверить 
легче* 

Вместе; с тем эту теорему можно сформулировать и как неко¬ 
торое необходимое и достаточное условие: для существования и 
непреу вности у^функции ? & с к^И производной/ 

іГобла от и & необход имы и_достаточны сущест вова- 





/ 


«7 
О г 


•іастных производных ' 


непрерывность в области 0 - 

.-- , - --—~~ 

Ъ Ж,1 * ' ’ ■ - 3 ЭОС-/Ѵ- 

г. Производные по одномерным подпространствам.. Предмду- 
, щах теорема позволяет делать вывод о диф|.еренішру вмести фун¬ 
кции ^4 на основании ее дифф @р етадруемо сти ш-под про стран •» 
' «твам X,, *»* ♦ » Д&щш в прямо» сумме все X * Сумеет 

реино. что' лу число конечно. Следующее предложение позволяет 
делать вывод о дифференцируемости -.функции- 0Ж) на основании 
ее дшфферешшруомоет» по всем одномерным шдщюстраяствам. 
Напомним, что функция дифференцируема і точке 

х^с по одномерному (4^^ із е&Х) , если 

ее приращения при смещении аргумента вдоль $е' 'допускает 
выделение глагно-й линейной части 

{/'(С* Жъ) -У'Сс) « У'і (е)- Д$€-Н> 6*6) 

?Д® У&($ - линейный' о лектор на пространстве I}#, - произ¬ 

водная от ^(х) по подпространству $ 0 , , 

^ЕІ^ Цу с ть в облас ти СсХ зада ны век торная Функ- 
Щ* У'ШІ ь-*Щ ^непрерывн ая оператогиая^тіщі^''^' 

* звестно, что фунщ^и я 

__ имеет фіроизроднук) |Ге) по 

щ )дпро стравО.тву іГе. * -и_э та_производная дейст¬ 
вует на любой в екто р Ж & #е по формуле —— 



^ (с) &щ ей Се) X. 
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(1*16 в) состоящие из всех ограниченных непрерывных фушщій 
от~ зС€ Н 9 принимающих значения соответственно в Ц '» в 
^ ; их метризация, указанная в ІЛ^д, в данном^ случае тші 

быть задан® с помощью норм ЦФ 


і.мт і ! 


івоіѵгшосііь тез 


«*^ИггиГ^і* ті 2 


значений которых лвш в V , ш обошшшв естественно через 
Ѵ(й) ( очевидно, Ѵ(М) е«г» область в пространстве 
ям). Как указано в І.Х6 ж , фуиквд* Ф(<*.01 впжхелвет 

непрерывное отображение Р * 

по формуле 


Г- * 1 іІ 

ъуѵ** * щ %ГІв 


мВ 4 ® ! ** ^ 


аж 


функции имеется производная 


Й « Пре-дполошм. далее, что у 


ДМ « и •?- 
*з=і іХ. *- 


ограниченная и равномерно ^непрерывная в | 
что тогда и функция 
и найдем выражение ее производной как. линейного оператора, 

действующего из У(М) в 2іМІ *‘П 
X для заданных 
мы имеем 


4 у * Ііокепд». 
дифферент ну ема в области іііі| 


ОМ фШСйрОБШШІ 

У**Л»\ 8* Й /пЛ йв*\?^ 8й[ 1 

'€? 


ф («$ /(•») +4(<Й)”Ф^Я 


5® - 




Левая часть в (I) - ограниченная непрерывная функция от 
^ . Первое слагаемое в правой части - также непрерывная и 
ограниченная функция (по 1*16®, и ! *І8^ в) # Следовательно, к вто : 


рое слагаемое справа является ограниченной и непрерывной функ¬ 
цией от ОС- * Таким образом, равенство (I) можно трактовать, 

как равенство в пространстве і${М) * 
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при хаядом фиксированном хе И еСХЬ (непрерывно зависящій 
от ^ ) линейный оператор, действующий из у в- ^ 

поэтому функция- Э Ф У'Щ может быть трактована, как 

^ Іг 

ограниченный' линейный оператор (с нормой, не превосходящей 

.Ал ... ^ — л Л. «Л,. 


■і| ), действуюі 


•КЗ 


і ьл 


Поэтому первое слагаемое в праве і части 11) линейно пм ^ 
*Л$У(М) * Второе слагаемое, как видио^ из оценки (2) ж 
предположенной равномерной непрерывности Эф_С$Ь 

имеет в 2 {Н) норму порядка О СИ# 

что отображение ^ 


• Отсюда следует 
дифференцируемо в области 


и е гГди®ферен5иал е сть первое*!- лаг аеше о п рава в (I) 


* тоже; 


написать также.» что. 


«.«Л | 


э 1^ 


{* \ 
Ч ѵ» / 


где правая часть понимается как описанный выше линейный сш 

г И і ЬЛ\ “У і '' 

тор, действующий из У СП] в Ц 


Задачи, на которые, делались, ссылки в тексте, будут приведи 


-(вместе с указаниями я ответами) в отдельном выпуске® ^ 

'В. оформления этого выпуска принимали участие студенты-практи¬ 
канты Ю* Раппопорт и В.Творогов * Автор приносит им за эту свою *и- 

вую благодарностьо 
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